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2 บทนำ

คอมพิวเตอรสวนตัว (Personal computers) สมารทโฟน (Smart phones) และไอแพด (iPad) หรือเทเบ
ลดพีซี (Tablet PCs) ไดกลายเปนสวนสำคัญในการดำรงชีวิตของผูคน พรอมกันนี้ไดนำการจำลองสถานการณ
(Simulation) เขาสูชีวิตเราดวย หนึ่งในตัวอยางที่เดนชัดที่สุดคือเกมคอมพิวเตอร ซึ่งคือการสรางโลกเสมือน
จริง (Virtual world) หรือการจำลองสถานการณนั่นเอง โดยมีผูเลนเกมเปนผูตอบสนองตอสถานการณในเกม
ทั้งนี้ เพื่อใหเกมสนุกสนานและแปลกใหม สถานการณที่นำเสนอจึง “ไมเหมือนเดิม” ในแตละครั้งที่เลน ในแง
วิชาการ เรียกไดวาเกมสรางผลลัพธสุม (Random outcomes)

นอกจากการเลนเกมเพื่อความเพลิดเพลินแลว การเลนเกมบางอยางมีจุดประสงคเพื่อการเรียนรูหรือการ
ฝกอบรม เชน การฝกนักบินโดยใชการจำลองหองควบคุมเครื่องบิน (Flight simulator) ซึ่งประหยัดคาใช
จายและปลอดภัยกวาการอบรมบนเครื่องบินจริง กระทรวงกลาโหมของสหรัฐอเมริกา (Department of De-
fense) ใชการจำลองสถานการณอยางกวางขวางในการฝกอบรม, การทดสอบอาวุธยุทโธปกรณ, และการ
ประเมินผลไดผลเสียของทางเลือกตาง ๆ (อานบทความลาสุดเกี่ยวกับการประยุกตใชไดจากวารสารออนไลน
Training and Simulation Journal: http://www.tsjonline.com/)

การจำลองสถานการณโดดเดนในแงเปนวิธีที่ใชศึกษาระบบที่ซับซอนซึ่งมีความไมแนนอน (Uncertainty)
หรือความสุม (Randomness) ในระบบ จึงไดรับความนิยมอยางแพรหลายในกลุมนักวิจัยดำเนินงาน (Op-
erations research practitioners) ซึ่งจัดใหการจำลองสถานการณเปนหนึ่งในเทคนิคที่ถูกใชมากที่สุด การ
จำลองสถานการณเปนสหวิทยาการที่อาศัยหลักสถิติ, ความนาจะเปน, ทฤษฎีตัวเลข, และวิทยาศาสตรดาน
คอมพิวเตอร (Haas, 2006) หัวขอแรกจะกลาวถึงคำจำกัดความของการจำลองสถานการณ

1.1 คำจำกัดความของการจำลองสถานการณ
การจำลองสถานการณมีความหมายตางกันในสาขาวิชาตาง ๆ ในตำราเลมนี้ การจำลองสถานการณเปนวิธี
วิเคราะหการปฏิบัติการ (Performance) ของระบบซึ่งมีพฤติกรรมที่ขึ้นอยูกับปฏิสัมพันธ (Interaction) ของ
กระบวนการสุม (Random process) หลาย ๆ ตัว กระบวนการสุมเหลานี้สามารถระบุไดดวยแบบจำลอง
ความนาจะเปน (Nelson, 2013) เชน ดัชนีชี้วัดอาจเปนเวลาในการจัดสงสินคาจากศูนยกระจายสินคาไปยัง
รานคา ซึ่งขึ้นอยูกับอุปสงค (Demand) ของลูกคาและการสงมอบสินคาจากโรงงาน อาจสมมติใหอุปสงคของ
ลูกคาแตละรายเปนอิสระตอกันและมีการแจกแจงแบบปวซอง และเวลาในการสงมอบ (Lead time) มีการ
แจกแจงแบบปกติ

ระบบที่เราสนใจนี้อาจมีอยูจริงแลว เชน กรณีที่เราตองการปรับปรุงระบบที่มีอยูให“ดีขึ้น” (ตองกำหนด
เกณฑในการวัด“ความดี”นี้) หรือเปนสถานการณที่ยังไมมีอยูจริงแตกำลังพิจารณาอยู เชน การเปลี่ยนผัง
การจัดเก็บสินคาในคลังโดยจะใชชั้นวางแทนการวางบนแพเล็ต (Pallet) อยางที่ ใชอยู มักใชการจำลอง
สถานการณในกรณีที่ไมสามารถคำนวณดัชนีชี้วัด (Performance measure) ตรง ๆ ได หรือในกรณีที่การ

http://www.tsjonline.com/
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ประมาณคาดวยวิธีเชิงตัวเลข (Numerical method) ก็ยังไมสามารถกำหนดขอบเขตของความผิดพลาดใน
การประมาณคา (Estimation error) ได (Nelson, 2013) หัวขอตอไปจะกลาวถึงประวัติศาสตรสั้น ๆ ของ
การจำลองสถานการณ

1.2 ความเปนมาของการจำลองสถานการณ
การจำลองสถานการณบนคอมพิวเตอรไดรับการพัฒนาควบคูไปกับการเติบโตอยางรวดเร็วของคอมพิวเตอร
ทั้งในดานฮารดแวรและซอฟตแวร สืบเนื่องมาจากการประยุกตใชขนานใหญเปนครั้งแรกสำหรับโครงการ
แมนฮัตตัน (Manhattan Project) ในชวงสงครามโลกครั้งที่สอง เพื่อจำลองการระเบิดแบบนิวเคลียรดวยวิธี
มอนติคารโล (Wikipedia, 2012a) ชวงป พ.ศ. 2503-2508 ซอฟตแวรไดรับการพัฒนาเพื่อสรางแบบจำลอง
สถานการณโดยเฉพาะ เชน บริษัทไอบีเอ็มมีภาษา GPSS (General Purpose System Simulator) นอกจาก
นี้ยังมี SIMSCRIPT ที่พัฒนาโดย Harry Markowitz จากสถาบัน RAND

เดิมแบบจำลองสถานการณตองประมวลผลบนเครื่องคอมพิวเตอรเมนเฟรม (Mainframe computer) ซึ่ง
จำกัดใหการใชงานอยู เฉพาะในองคกรขนาดใหญที่สามารถมีเครื่องเหลานี้ได แตบุคคลทั่วไปเขาไมถึง การ
จำลองสถานการณ เริ่มมีการใชอยางแพรหลายมากขึ้นในชวงป พ.ศ. 2509-2513 เพราะมีซอฟตแวร เพื่อ
จำลองสถานการณสำหรับเครื่องคอมพิวเตอรสวนตัว (Nance, 1993) นอกจากนี้คอมพิวเตอรยังมีราคาถูก
ลงและมีกำลังการประมวลผลและความจุของการเก็บขอมูลเพิ่มขึ้นอยางรวดเร็ว ปจจัยเหลานี้สงเสริมใหมี
การประยุกตใชการจำลองสถานการณมากขึ้นเรื่อย ๆ ดังจะเห็นไดจากความหลากหลายของสาขาวิชาที่มีการ
ประยุกตใชการจำลองสถานการณ

1.3 สาขาวิชาที่มีการประยุกตใชการจำลองสถานการณ
สาขาวิชามากมายอาศัยการจำลองสถานการณเปนเครื่องมือวิเคราะห ผูสนใจสามารถสืบคนงานวิจัยและการ
ประยุกตใชลาสุดไดจากเอกสารประกอบการประชุมวิชาการของ The Winter Simulation Conference
(www.wintersim.org) ซึ่งจัดเปนประจำในชวงตนเดือนธันวาคมของทุกป

เว็บไซตของสมาคมการจำลองสถานการณ (Simulation Society) เก็บรวบรวมบทความประกอบการ
ประชุมวิชาการยอนหลังตั้งแตป พ.ศ. 2511 ที่ http://informs-sim.org/ สมาคมนี้สังกัดสถาบันการวิจัย
การดำเนินงานและวิทยาการจัดการ (Institute for Operations Research and the Management Sci-
ences: INFORMS) ในป พ.ศ. 2555 หัวขอดานการประยุกตใชมีดังนี้

‚ การผลิต (Manufacturing)
‚ การดูแลสุขภาพ (Health care)

www.wintersim.org
http://informs-sim.org/
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‚ โลจิสติกสและการขนสง (Logistics and transportation)
‚ สังคมศาสตรและองคกร (Social science and organization)
‚ การทหาร (Military applications)
‚ วิทยาศาสตรสิ่งแวดลอม (Environmental sciences)
‚ การกอสรางและการบริหารโครงการ (Construction and project management)
เพื่อชวยใหผูอานเขาใจวิธีการและการลำดับการเกิดขึ้นของเหตุการณในแบบจำลอง ผูเขียนจึงนำเสนอ

แบบจำลองอยางงายที่สามารถประมวลผลดวยมือได

1.4 การจำลองสถานการณดวยมือ: ระบบแถวคอยอยางงาย
พิจารณาแถวคอยของลูกคาที่รอชำระเงินในซุปเปอรมารเก็ต โดยที่มี เคานเตอรคิดเงินเพียง 1 จุด (Banks
et al., 2005) ตารางที่ 1.1 แสดงขอมูลนำเขาที่ไดจากขอมูลในอดีต ดังนี้

‚ เวลาระหวางการมาถึง (Interarrival time) ของลูกคา สมมติใหลูกคาคนแรกมาถึงระบบที่เวลา 0 เชน
ลูกคาคนที่สองมาตอคิวหลังจากลูกคาแรก 2 นาที

‚ เวลาที่ใชในการบริการลูกคาแตละคน (เวลาคิดเงิน) เชน พนักงานใชเวลา 2 นาทีเพื่อคิดเงินลูกคาคน
แรก และ 1 นาทีสำหรับลูกคาคนที่สอง

ตารางที่ 1.1: เวลาระหวางการมาถึงและเวลาที่ใชคิดเงินลูกคาของระบบแถวคอยอยางงาย

ลูกคาคนที่ เวลาระหวางการมาถึง (นาที) เวลาที่ใชคิดเงินลูกคา (นาที)
1 - 2
2 2 1
3 4 3
4 1 2
5 2 1
6 6 4

สมมตินาิกา (Clock) ในแบบจำลองเริ่มที่เวลาศูนย และเมื่อพนักงานคิดเงินพรอมที่จะทำงานและวาง
ตารางที่ 1.2 เปนผลการจำลอง ขอมูลเวลาระหวางการมาถึงถูกนำไปใชคำนวณเวลาตามนาิกาที่ลูกคาเขาสู
ระบบ กลาวคือ ลูกคาคนที่สองเขามาตอคิวที่เวลา 0+2=2 สวนคนที่สามมาถึงที่เวลา 2+4=6 สังเกตวาลูกคา
คนแรกไดรับการบริการทันทีที่มาถึง และสิ้นสุดการบริการที่เวลาที่เริ่มคิดเงินบวกดวยเวลารับบริการ ลูกคา
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คนที่สี่ตองรอใหลูกคาคนที่สามคิดเงินเสร็จกอน จึงจะเริ่มไดรับการบริการ ดังนั้นเวลาที่เริ่มรับบริการจึงเปน
คาที่มากกวาระหวางเวลาที่ตนเองมาถึง กับเวลาที่คนกอนหนาเขาเสร็จสิ้นการรับบริการ หรืออาจใชฟงกชัน
maxp¨, ¨q เวลารอคอยในแถวคิดจากสวนตางระหวางเวลาที่เริ่มไดรับบริการและเวลาที่มาถึงระบบ เวลาใน
ระบบของลูกคาคือเวลาที่คิดเงินเสร็จหักลบกับเวลาที่มาถึงระบบ

ตารางที่ 1.2: ตารางการจำลองสถานการณสำหรับระบบแถวคอยอยางงาย (ขอมูลนำเขาในตารางที่ 1.1)

ลูกคา เวลาที่เขา เวลาที่เริ่ม เวลาที่ เวลาที่ เวลารอคอย เวลา
คนที่ มาตอคิว คิดเงิน ใชคิดเงิน คิดเงินเสร็จ ในแถว ในระบบ

(ตามนาิกา) (นาที) (ตามนาิกา) (นาที) (นาที)
1 0 0 2 0+2 = 2 0 2-0 = 2
2 0+2 = 2 2 1 2+1 = 3 2-2 = 0 1
3 2+4 = 6 6 3 6+3 = 9 0 3
4 6+1 = 7 max(7, 9) = 9 2 9+2 = 11 9-7 = 2 11-7 = 4
5 7+2 = 9 11 1 11+1 = 12 2 3
6 9+6 = 15 15 4 15+4 = 19 0 4

เวลารอคอยในแถวและเวลาในระบบของลูกคาแตละคนที่จำลองได ถูกนำมาใชเปนคาประมาณคาเฉลี่ย
ของเวลารอคอยในแถว (xWq) และเวลาเฉลี่ยในระบบ (xW ) ดังนี้ (สัญลักษณ p̈ เพื่อแสดงวาเปนคาประมาณ)

xWq “
p0 ˆ 4q ` p2 ˆ 2q

6
“ 2{3 นาที

xW “
2 ` 1 ` 3 ` 4 ` 3 ` 4

6
“ 17{6 นาที

หัวขอที่ 5.3 จะกลาวถึงการคำนวณคาความแปรปรวนและชวงความเชื่อมั่น นอกจากนี้ ยังสามารถสราง
กราฟจำนวนลูกคาที่มีในระบบที่เวลาตาง ๆ (รูปที่ 1.1) และนำกราฟที่ไดมาประมาณจำนวนลูกคาเฉลี่ยใน
ระบบ ณ ขณะเวลาใดเวลาหนึ่ง

pL “
พื้นที่ใตกราฟ
เวลาทั้งหมด

“
r3 ˆ 1s ` rp12 ´ 6q ˆ 1s ` rp11 ´ 7q ˆ 1s ` rp19 ´ 15q ˆ 1s

19
“ 17{19

การตีความ pL คือ หากถายรูประบบนี้หลาย ๆ ครั้ง, นับจำนวนลูกคาในรูป, แลวเฉลี่ยจำนวนลูกคาในรูป จะ
ไดประมาณ 17/19 คน
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รูปที่ 1.1: จำนวนลูกคาในระบบที่เวลาตาง ๆ สำหรับระบบแถวคอยอยางงาย

การจำลองสถานการณเปนเครื่องมือที่สามารถรองรับความตองการไดหลากหลายก็จริง แตก็เปนเทคนิคที่
มีทั้งขอเดนและกรณีพิเศษที่การจำลองสถานการณเปนเครื่องมือที่ไมเหมาะสม

1.5 ขอไดเปรียบของเทคนิคการจำลองสถานการณ
การจำลองสถานการณมีจุดเดนหลายประการที่สงผลใหมีการประยุกตใชอยางแพรหลายในปจจุบัน (Banks
et al., 2005) อาทิ

‚ สามารถจำลองระบบที่ซับซอน ชวยใหสามารถศึกษาและพิจารณาความสัมพันธระหวางระบบยอยที่อยู
ภายใตระบบใหญที่ซับซอนได เชน ปฏิสัมพันธระหวางอุปสงคและอุปทานของระบบการใหบริการทาง
สาธารณสุขและสังคมที่ประเทศอังกฤษ (Brailsford et al., 2011)

‚ สามารถจำลองผลกระทบที่ เกิดขึ้นจากการเปลี่ยนแปลงเชิงขอมูล, เชิงองคกร, หรือเชิงสิ่งแวดลอม
เชน การจำลองคลินิกกระดูกของโรงพยาบาลขนาดใหญของรัฐแหงหนึ่งในประเทศไทย เพื่อใชศึกษา
แนวทางปรับปรุงการบริการ เพื่อลดเวลาการรอคอยของผูปวย (Weerawat et al., 2013)
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‚ กอใหเกิดความรู ความเขาใจในระหวางการพัฒนาแบบจำลอง ซึ่งอาจนำไปสูการปรับปรุงระบบ และ
ความเขาใจที่เพิ่มขึ้น เชน การจำลองหองปฏิบัติการตรวจเลือดเพื่อใชปรับปรุงเวลาในการสงผล
(Turnaround time) นำไปสูขอเสนอการปรับเปลี่ยนขั้นตอนการทำงานและผัง (Layout) ของหอง
ปฏิบัติการ (Luangmul et al., 2012)

‚ เปนประโยชนสำหรับการวิเคราะหแบบตั้งคำถามโดยใชคำวา “ถา...” (What-if analysis) ซึ่งเปนการ
เปลี่ยนคาพารามิเตอรนำเขา และสังเกตผลกระทบที่ตามมาตอคาเอาทพุท (Output) จากแบบจำลอง
หรือการวิเคราะหความไว (Sensitivity analysis)

‚ สามารถใชทดสอบการออกแบบใหม ๆ กอนนำไปใชจริง เพื่อเตรียมรับมือกับเหตุการณที่อาจเกิดขึ้น
เชน การจำลองแผนกตรวจสุขภาพ เพื่อใชทดสอบวิธีลดเวลารอคอยของคนไขในรูปแบบตาง ๆ เชน การ
จัดระบบนัดใหคนไข (Wongsammacheep et al., 2012)

‚ สามารถนำไปสูการกำหนดขอบังคับ (Requirements) ของระบบ หากมีการจำลองระบบนั้น ๆ ที่ขีด
ความสามารถ (Capability) ตาง ๆ เชน การใชแบบจำลองเพื่อศึกษาผลกระทบจากการเพิ่มหัวจายกาซ
ที่คลังจาย ในแงของเวลารอคอยของรถบรรทุกที่ลดลงและสัดสวนของเวลาที่หัวจายกาซไดใชประโยชน

‚ สามารถใชตรวจสอบความถูกตองของคำตอบเชิงวิเคราะห (Analytical solutions) ในกรณีที่คำตอบมี
รูปแบบสมการที่ซับซอน

‚ สามารถใชเพื่อการฝกอบรม เชน การฝกนักบินหรือฝกพนักงานควบคุมโรงงานผลิตกระแสไฟฟาพลังงาน
นิวเคลียร

ถึงแมวามีขอดีหลายประการ การจำลองสถานการณเปนเพียงเครื่องมือสำหรับวิเคราะหชนิดหนึ่ง จึงมี
กรณีที่เหมาะจะนำไปใช และในบางกรณี มีเครื่องมืออื่นเหมาะสมกวา

1.6 กรณีที่การจำลองสถานการณเปนเครื่องมือที่ไมเหมาะสม
กรณีเหลานี้เปนกรณีที่ผูใชควรพิจารณาเลือกใชเครื่องมืออื่นในการวิเคราะห (Banks et al., 2005)

‚ เมื่อปญหาสามารถแกไดงาย ๆ โดยใชสามัญสำนึก เชน สำหรับระบบใหบริการลูกคาทางโทรศัพท (Call
center) ที่ลูกคาโทรเขามาดวยอัตรา 100 สายตอชั่วโมง และพนักงานแตละคนสามารถใหบริการดวย
อัตรา 12 สายตอชั่วโมง จำนวนพนักงานที่ต่ำที่สุดที่ตองมี คือ 100/12 = 8.33 หรือ 9 คน

‚ เมื่อปญหาสามารถแกดวยวิธีเชิงวิเคราะห (Analytically) เชน ระบบแถวคอยอยางงายบางอยางอาจถูก
จำลองดวยแบบจำลองแถวคอยแบบมารคอฟ (Markovian queueing models)
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‚ เมื่อการทดลองดวยสถานการณจริงมีคาใชจายต่ำกวาการจำลองสถานการณดวยคอมพิวเตอร เชน การ
จำลองการใหบริการของรานอาหารฟาสตฟูดดวยพนักงานจริง

‚ เมื่อคาใชจายสูงกวาความประหยัด เชน คาวาจางที่ปรึกษาสูงกวาความประหยัดที่คาดวาจะเกิดขึ้น

‚ เมื่อไมมี เวลาหรือทรัพยากร เชน ตองตัดสินใจพรุงนี้ แตแบบจำลองตองใชเวลาหลายสัปดาหในการ
พัฒนา

‚ เมื่อไมมีขอมูลหรือกระทั่งคาประมาณสำหรับคาพารามิเตอรนำเขาตาง ๆ

‚ เมื่อผูวาจางหรือเจาของโครงการมีความคาดหวังที่เกินจริง

‚ เมื่อพฤติกรรมของระบบมีความซับซอนมาก ๆ เชน พฤติกรรมของมนุษย

เมื่อเลือกที่จะใชเทคนิคการจำลองสถานการณแลว มีบางประเด็นที่ผูวิเคราะหควรพิจารณากอนเริ่มงาน

1.7 ประเด็นคำถามหลักที่ควรพิจารณาในการจำลองสถานการณ
ผูวิเคราะหควรคำนึงถึงประเด็นตอไปนี้ (Haas, 2006)

‚ จะจำลองระบบอยางไร เชน จำลองระบบการผลิตเฉพาะโมเดลที่มียอดสั่งซื้อสูงสุด หรือที่ทุก ๆ สถานการณ
ที่อาจเปนได

‚ สามารถประมาณดัชนีชี้วัดที่สนใจจากคาที่ประมวลผลไดจากแบบจำลองหรือไม เชน ถาจะประมาณ
สัดสวนของการสั่งซื้อที่สงตรงเวลา แบบจำลองตองมีตัวแปรตัวหนึ่งเพื่อเก็บตัวเลขจำนวนการสั่งซื้อ
ทั้งหมด และอีกตัวหนึ่งเพื่อเก็บจำนวนการสั่งซื้อที่สงตรงเวลา

‚ นิยามดัชนีชี้วัดที่สนใจอยางชัดเจนแลวหรือไม เชน ความพึงพอใจของลูกคาของศูนยโทรศัพท อาจ
นิยามในแงเวลาที่ลูกคารอโดยเฉลี่ยจนกวาจะไดพูดกับพนักงาน หรือสัดสวนของลูกคาที่รอนานไมเกิน
เปาที่กำหนด (เชน 20 วินาที)

‚ ดัชนีที่จะวัดในแตละรอบทำซ้ำ (Replication) คืออะไร และจะคำนวณดวยสูตรใด เชน คาใชจายใน
การจัดเก็บและสงสินคาตอชิ้น ควรประกอบดวยคาใชจายใดบาง

‚ นิยามรอบทำซ้ำบนคอมพิวเตอรอยางไร เชน สภาวะของระบบที่เวลาศูนยและสภาวะที่เวลาสิ้นสุด
รอบ
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‚ จำนวนรอบทำซ้ำ (Number of replications) ที่ควรใชและความยาวของแตละรอบควรเปน
เทาใด สองปจจัยนี้สงผลตอคาความผิดพลาดของคาประมาณ

‚ ประมาณความผิดพลาดในการประมาณคา (Estimation error) ไดอยางไร

‚ สามารถเพิ่มประสิทธิภาพการวิเคราะหไดหรือไม เชน ในกรณีที่ใชแบบจำลองเพื่อเลือกทางเลือกที่
ดีที่สุดจากหลาย ๆ ตัวเลือก การออกแบบการทดลองที่ เหมาะสมจะชวยกำหนดจำนวนรอบทำซ้ำที่
จำเปนตองใช

‚ จะใชคาประมาณของดัชนีชี้วัดที่ไดจากแบบจำลองเพื่อการตัดสินใจอยางไร เชน การเลือกวิธีการ
จัดคนไขเขาแผนกตรวจรางกาย ควรพิจารณาเวลารอเฉลี่ยของคนไข และสัดสวนที่ทำงานจริง (Utiliza-
tion) ของแพทยหรือทรัพยากรอื่น ๆ ดวย เพราะถาพิจารณาเฉพาะเวลารอคอยของคนไขเพียงอยาง
เดียว จำนวนแพทยที่ใชอาจสูงเกินกวาสามารถปฏิบัติจริงได

เมื่อตอบคำถามเบื้องตนไดแลว โดยมากขั้นตอนในการศึกษาจะคลายคลึงกัน

1.8 ขั้นตอนในการศึกษาดวยการจำลองสถานการณ
ในภาพรวม การวิเคราะหดวยแบบจำลองสถานการณจะดำเนินไปตามขั้นตอนที่จะกลาวถึงตอไปนี้ (Banks
et al., 2005) อาจไมเรียงกันตามลำดับกอนหลังอยางชัดเจน บางขั้นตอนอาจทำไปไดพรอมกันหรือบางขั้น
อาจตองกลับมาทำใหม เชน การเก็บขอมูลตรวจวัด (Data), การพัฒนาแบบจำลองคอมพิวเตอร, และการ
ตรวจสอบเหมาะสมของแบบจำลอง เมื่อพัฒนาแบบจำลองไปแลวอาจพบวาแบบจำลองยังไมสมจริง เชน ใน
แบบจำลองสถานีจายกาซ LPG สังเกตพบวาเวลาในคลังกาซที่ไดจากแบบจำลองแตกตางจากคาจริงที่เก็บ
ไดมาก จึงทบทวนขอสมมติ (Assumption) พบวาเวลาในการเติมกาซขึ้นอยูกับขนาดความจุของรถ มิใชมี
คาเฉลี่ยเดียวกันอยางที่สมมติมากอนหนา จึงตองไปเก็บขอมูลความสัมพันธระหวางเวลาในการเติมกาซและ
ความจุของรถเพิ่มเติม ขั้นตอนการวิเคราะหมีดังนี้

1. กำหนดปญหาที่จะศึกษา ใหแนใจวาผูพัฒนาตัวแบบและผู ใชตัวแบบเพื่อการตัดสินใจ (Decision
maker) มีความเห็นตรงกัน

2. กำหนดวัตถุประสงคและแผนโครงการในภาพรวม เชน ตัวเลือกอื่น ๆ นอกจากระบบปจจุบันที่พิจารณา,
เกณฑการเลือกหรือดัชนีชี้วัด, และรายละเอียดเชิงปฏิบัติการของการศึกษา เชน จำนวนคนที่จะทำ
โครงการ, คาใชจาย, ตารางเวลา, และผลที่คาดหวังในแตละชวงเวลา
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3. วางแนวคิดของตัวแบบ (Model conceptualization) ถึงแมวาการวางแนวคิดอาจขึ้นกับผูพัฒนา
แบบจำลอง แตก็สามารถปรับใหดีขึ้นไดโดยการดึงเอาคุณลักษณะที่สำคัญ ๆ ของระบบจริงออกมา
เลือกขอสมมติหลัก ๆ ที่จำเปน และปรับเปลี่ยนจนกระทั่งแบบจำลองที่ไดสามารถจำลองสถานการณ
จริงได ดังนั้นจึงควรเริ่มจากแบบจำลองที่ เรียบงายและไมใหญเกินไป แลวคอยปรับเพิ่มรายละเอียด
ทั้งนี้ระดับรายละเอียด (Fidelity) ของแบบจำลองขึ้นอยูกับคำถามที่ตองการจะตอบดวย ไมจำเปนตอง
สรางแบบจำลองที่เหมือนระบบจริงทุกประการ เชน ถาตองการออกแบบระบบใหสามารถรองรับชวง
การใชงานสูง ไมจำเปนตองจำลองระบบในชวงเวลาอื่น ๆ

4. เก็บขอมูลตรวจวัด รายละเอียดของแบบจำลองและวัตถุประสงคของการศึกษาเปนตัวกำหนดชนิดของ
ขอมูลตรวจวัดที่ตองใช เนื่องจากการเก็บขอมูลใชเวลามาก จึงควรเริ่มใหเร็วที่สุดเทาที่จะเปนได ทั้งนี้
ตองพิจารณาถึงคุณภาพของขอมูลดวยวาสอดคลองกันหรือไม เชน หากเวลานาิกา (Clock time) ที่
ลูกคาออกจากระบบนอยกวาเวลาที่ลูกคาเขาระบบแสดงวาขอมูลนั้นผิดพลาด หรือมีลูกคาเขามาใน
เวลาที่ระบบปด ดังนั้น จึงควรคัดกรองขอมูลตรวจวัดกอนนำไปใช

5. พัฒนาตัวแบบบนคอมพิวเตอร ในปจจุบันมักใชซอฟตแวรสำเร็จรูป เชน Arena (Rockwell Soft-
ware) Promodel (Promodel Corp.) หรือ Simio (Simio LLC) สำหรับการจำลองสถานการณเชิง
สุมแบบเหตุการณไมตอเนื่อง (Discrete-event stochastic simulation) แตหากผูวิเคราะหมีเงินจำกัด
ก็สามารถใชฟรีแวรที่เขียนดวยภาษาจาวา เชน SSJ (L’Ecuyer, 2012) หรือภาษาซีพลัสพลัส เชน SIM-
LIB (Peringer et al., 2011) ซอฟตแวรทางการคาสำหรับการจำลองสถานการณบนสเปรดชีทที่รูจัก
กันแพรหลาย มีดังนี้: @Risk (Palisade Corp.), CrystalBall (Oracle), หรือฟรีแวร เชน PopTools
(Hood, 2010a)

6. ตรวจสอบความถูกตองของตัวแบบคอมพิวเตอร (Verification) หรือ Debugging เปนการตรวจสอบ
วาพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรตรงตามที่คิดไวหรือไม

7. ตรวจสอบความเหมาะสมของตัวแบบจำลองในการเลียนแบบระบบจริง (Validation) เรียกอีกอยาง
หนึ่งวา การตั้งคา (Calibration)

8. ออกแบบการทดลอง (Experimental design) การออกแบบการทดลองชวยกำหนดจำนวนรอบทำซ้ำ
ที่ตองประมวลผลจากแบบจำลองของแตละตัวเลือก เชน ระหวางระบบควบคุมการผลิตแบบผลักและ
ดึง เพื่อใหสามารถเลือกตัวเลือกที่ดีที่สุดโดยใชจำนวนรอบทำซ้ำที่สมเหตุสมผล และมีการประกันความ
นาจะเปนที่จะเลือกพลาด

9. ประมวลผลแบบจำลองและวิเคราะห เนื่องจากคาที่ประมวลผลไดจากแบบจำลอง (Simulation ob-
servations) เปนคาสุม จึงตองอาศัยสถิติในการวิเคราะห
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10. ตัดสินใจวาจำเปนตองประมวลผลเพิ่มเติมหรือไม ในกรณีที่คาความผิดพลาดของดัชนีชี้วัดที่เปนเอาท
พุทสูง อาจตองเพิ่มขนาดตัวอยาง ซึ่งคือการประมวลผลเพิ่ม

11. ทำคูมือการใชและรายงานผลการศึกษา ทั้งนี้ อาจมีการรายงานผลเปนระยะ ๆ ระหวางการศึกษา
แทนที่จะรอสงรายงานขั้นสุดทายเพียงฉบับเดียว

12. นำผลการศึกษาไปใชงานจริง (Implementation) การนำไปใชจริงที่ประสบความสำเร็จขึ้นอยูกับการ
มีสวนรวมของผูใชงานแบบจำลองหรือผูมีอำนาจตัดสินใจในระหวางการศึกษา เพราะถาผูใชงานมีสวน
รวมในการพัฒนา เขาจะมีความเขาใจและความเชื่อมั่นในแบบจำลองและผลที่ได ทำใหมั่นใจในการนำ
ไปใชจริง

ตำราฉบับนี้จะกลาวถึงทฤษฎีที่เปนระเบียบวิธีวิจัย (Methodology) ในการจำลองสถานการณ โดยจะเริ่ม
จากการทบทวนพื้นฐานสถิติและความนาจะเปนในบทตอไป

แบบฝกหัด
1.1. ใหเลือกบทความจากเอกสารประกอบการประชุมของ The Winter Simulation Conference (http:

//informs-sim.org/) 1 ฉบับ แลวระบุวาสิ่งใดที่เปนตัวแปรนำเขาที่ไมแนนอนและสิ่งใดเปนดัชนีชี้วัด
ในบทความนั้น

1.2. ใหพิจารณาตัวอยางระบบแถวคอยอยางงายในหัวขอ 1.4 แตใหใชเวลาที่ลูกคามาถึง (เวลาตามนาิกา)
และเวลาที่ใหบริการดังตารางที่ 1.3 กำหนดใหเวลานาิกาเริ่มที่ศูนย

(i) สรางตารางจำลองสถานการณ เลียนแบบตารางที่ 1.2
(ii) ใหคำนวณคาเฉลี่ยเวลาที่ลูกคารอในแถว (xWq) และเวลาเฉลี่ยที่ลูกคารอในระบบ (xW )
(iii) สรางกราฟจำนวนลูกคาที่ เคานเตอรกับเวลา (เลียนแบบรูปที่ 1.1) และใชกราฟเพื่อหาจำนวน

ลูกคาเฉลี่ยในระบบ (pL)

1.3. ที่สหกรณออมทรัพยมีลูกคา 6 คนมาใชบริการในชั่วโมงแรกที่เปดทำการ มีพนักงานที่หนาเคานเตอร 1
คน เวลาระหวางการมาถึง (Interarrival time) ในหนวยนาที มีดังนี้

0 1.1 4.4* 3.2* 21.8 2.3

ลูกคาแตละคนใชเวลารับบริการ (ไมรวมเวลารอ) คงที่คือ 10 นาทีเทากัน เวลาระหวางการมาถึงที่มี
สัญลักษณ * เปนลูกคาพิเศษที่มีลำดับการใหบริการกอนลูกคาที่ไมมี * ลูกคาประเภทเดียวกันไดรับการ

http://informs-sim.org/
http://informs-sim.org/
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ตารางที่ 1.3: เวลาที่ลูกคามาถึงและเวลาที่ใชคิดเงินลูกคา

ลูกคาคนที่ เวลาที่ลูกคามาถึงตามนาิกา (นาที) เวลาที่ใชคิดเงินลูกคา (นาที)
1 0 4
2 8 1
3 14 4
4 15 3
5 23 2
6 34 5
7 41 4
8 43 5
9 46 3

บริการแบบมากอนไดกอน ลูกคาไดรับบริการตอเนื่องรวดเดียวจนเสร็จ ไมมีการสับเปลี่ยนลูกคา ให
สรางตารางจำลองสถานการณแลวตอบคำถามดังตอไปนี้

(i) มีลูกคากี่คนที่ไมตองรอเพื่อรับการบริการ (จากทั้งหมด 6 คน) คือมาถึงแลวไดรับบริการทันที
(ii) ลูกคาคนที่ 6 ออกจากธนาคารที่เวลาเทาใด
(iii) เวลาในระบบเฉลี่ยของลูกคา 6 คนนี้เปนเทาใด
(iv) จำนวนลูกคาในธนาคารเฉลี่ยในชวง 30 นาทีแรก และ 60 นาทีแรกเปนเทาใด (คำแนะนำ: ให

สรางกราฟคลายรูปที่ 1.1 แลวคำนวณพื้นที่ใตกราฟ)
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เนื่องจากระบบที่สนใจจำลองเปนระบบที่มีความไมแนนอนอยู การจำลองสถานการณจึงตองอาศัยพื้น
ฐานทฤษฎีความนาจะเปนเพื่อจำลองความไมแนนอนนี้ ในแงดังตอไปนี้

‚ เพื่อกำหนดรายละเอียดของตัวแปรนำเขาที่มีความแปรปรวน เชน เวลาในการใหบริการลูกคาแตละ
คน หรือชนิดของการบริการที่ลูกคาตองการ เชน สอบถามเกี่ยวกับผลิตภัณฑ ก.หรือเกี่ยวกับผลิตภัณฑ
ข.

‚ เพื่อวิเคราะหคาเอาทพุทแบบจำลองประมวลผลได เนื่องจากคาเอาทพุท (เชน เวลาที่ลูกคาคอยใน
แถว) มีความไมแนนอนอยู จึงไมสามารถรายงานเฉพาะคาเฉลี่ย แตจะตองมีคาบงชี้ความแปรปรวนดวย

บทนี้มีวัตถุประสงคเพื่อทบทวนความนาจะเปนและสถิติที่เกี่ยวของกับการจำลองสถานการณ

2.1 ความนาจะเปนและความไมแนนอน
ความนาจะเปนใหคาเปนตัวเลขหรือมาตราสวน (Scale) สำหรับโอกาสที่เหตุการณใดเหตุการณหนึ่งจะปรากฏ
เชน ฝนจะตกพรุงนี้ หรือเครื่องจักรจะติดขัดในอีก 1 ชั่วโมงการใชงานขางหนา ดวยคาตั้งแต 0 ถึง 1 (หรือ
100%) ความนาจะเปนเทากับหนึ่งหมายความวาเหตุการณนั้น ๆ จะเกิดขึ้นแนนอน เชน ทุกคนจะตองตาย
ดวยความนาจะเปนหนึ่ง สวนความนาจะเปนศูนยแปลวาเหตุการณนั้น ๆ จะไมเกิดขึ้นแนนอน เชน แกวที่แตก
แลวไมมีรอยราว สวนความนาจะเปนที่มีคาอยูระหวางศูนยถึงหนึ่ง เชน 0.1 มีความหมายวา เมื่อพิจารณา
เหตุการณนี้หลาย ๆ ครั้งภายใตสถานการณเดียวกัน เหตุการณนั้น ๆ จะเกิดขึ้น 10% ของจำนวนครั้งทั้งหมด
เชน มีรายงานวา 5%-10% ของหญิงที่ เปนมะเร็งเตานมมีสาเหตุจากกรรมพันธุที่ยีนถายทอดจากแมสูลูก
(Breastcancer.org, 2012) นั่นคือหญิงทั่วไปที่มีมารดาเปนมะเร็งเตานมจะมีโอกาสเปนมะเร็งเตานมเชนกัน
ประมาณ 5%-10% ซึ่งคาความนาจะเปนนี้ประมาณดวยการสุมตัวอยาง (Sampling) หรือการวิเคราะหขอมูล
ในอดีต สมมติให A เปนเหตุการณที่หญิงที่เปนมะเร็งเตานมมีมารดาที่เปนมะเร็งเตานม ให n เปนจำนวนหญิง
ที่เปนมะเร็งเตานมในกลุมตัวอยางและในจำนวนนี้มี x คนที่มีมารดาเปนมะเร็งเตานม จึงสามารถประมาณ
ความนาจะเปนที่ลูกสาวของหญิงที่เปนมะเร็งเตานมจะเปนมะเร็งดวยสัดสวน

{PrtAu “
x

n

สังเกตวาความนาจะเปนสัมพันธกับเหตุการณ หัวขอตอไปจะกลาวถึงคุณสมบัติพื้นฐานของความนาจะเปน



2.2 คุณสมบัติพื้นฐานของความนาจะเปน 15

2.2 คุณสมบัติพื้นฐานของความนาจะเปน
สมมติให A และ B เปนเหตุการณที่เราพิจารณา ความนาจะเปนของเหตุการณ A คือ PrtAu และความนาจะ
เปนของเหตุการณ B คือ PrtBu เชน A เปนเหตุการณที่ประชาชนตรวจสุขภาพทุกป และ B เปนเหตุการณ
ที่ประชาชนอายุอยางนอย 50 ป ปริภูมิตัวอยาง (Sample space; Φ) คือเซตของผลของเหตุการณทั้งหมด
เชน ปริภูมิตัวอยางของ A อาจเปนประชากรไมเคยตรวจสุขภาพ, ตรวจทุกป, ตรวจทุกสองป, . . ., หรือดวย
ความถี่ไมแนนอน สามารถสรางเหตุการณใหมจาก A และ B ไดดังนี้

‚ เหตุการณที่ไมใช A: แทนดวยสัญลักษณ A1 หรือ Ac (A complement) คือเหตุการณที่ประชาชนไม
ตรวจสุขภาพทุกป คือ อาจจะไมเคยตรวจเลย หรือหลาย ๆ ปตรวจครั้งหนึ่ง สามารถคำนวณ PrtAcu

จาก PrtAu ดังนี้
PrtAcu “ 1 ´ PrtAu (2.1)

‚ เหตุการณ A และ B: แสดงดวยสัญลักษณ A X B คือเหตุการณที่ประชาชนที่อายุอยางนอย 50 ป
ตรวจสุขภาพทุกป

‚ เหตุการณ A หรือ B: แสดงดวยสัญลักษณ A Y B คือเหตุการณที่ประชาชนมีอายุอยางนอย 50
ปหรือเปนคนที่ตรวจสุขภาพทุกป มองอีกนัยหนึ่งคือเปนเหตุการณที่ประชาชนคนใดคนหนึ่งที่สุมเลือก
มามีอายุอยางนอย 50 ปหรือเปนคนที่ตรวจสุขภาพทุกป ซึ่งสามารถคำนวณไดจาก PrtAu, PrtBu และ
PrtA X Bu ดังนี้

PrtA Y Bu “ PrtAu ` PrtBu ´ PrtA X Bu (2.2)

‚ เหตุการณ A ที่ไมอยูในเหตุการณ B: แสดงดวยสัญลักษณ A ´ B คือเหตุการณที่ประชาชนที่ตรวจ
สุขภาพทุกปที่มีอายุนอยกวา 50 ป ซึ่งสามารถคำนวณไดดังนี้

PrtA ´ Bu “ PrtAu ´ PrtA X Bu

‚ กฎของความนาจะเปนรวม (Law of total probability): หากเหตุการณ A ประกอบดวยเหตุการณ
ยอยอื่น ๆ ที่ไมทับซอนกัน เชน A เปนเหตุการณที่คนไขตรวจสุขภาพประจำปที่โรงพยาบาลแหงหนึ่ง
ประกอบดวยคนไขภายใตชุดตรวจสุขภาพประจำปชุดตาง ๆ กัน สมมติวามี n ชุดตรวจ (Package) โดย
Ai เปนเหตุการณที่คนไขซื้อชุดตรวจที่ i สำหรับ i “ 1, 2, . . . , n สมมติวาคนไขไมตรวจสุขภาพสองชุด
ในปเดียวกัน (Ai X Aj “ H เมื่อ i ‰ j และ H แทนเซ็ตวาง) จึงเขียนไดวา

A “ A1 Y A2 Y . . . Y An

PrtAu “ PrtA1u ` PrtA2u ` . . . ` PrtAnu (2.3)
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ตัวอยางที่ 2.1 แสดงวิธีการใชคุณสมบัติเหลานี้เพื่อคำนวณความนาจะเปนที่สนใจ

ตัวอยางที่ 2.1. สมมติให PrtAu “ 0.55, PrtBcu “ 0.35 และ PrtA Y Bu “ 0.75 สามารถคำนวณความนา
จะเปนดังตอไปนี้ได

˝ PrtBu “ 1 ´ PrtBcu “ 1 ´ 0.35 “ 0.65 ดวยสมการที่ (2.1)

˝ PrtA X Bu “ PrtAu ` PrtBu ´ PrtA Y Bu “ 0.55 ` 0.65 ´ 0.75 “ 0.45 ดวยสมการที่ (2.2)
l

ความเปนอิสระตอกันเปนขอสมมติที่สำคัญมาก ที่เปนรากฐานในการวิเคราะหทางสถิติขั้นพื้นฐาน

2.2.1 ความเปนอิสระตอกัน
ความเปนอิสระตอกัน (Independence) เปนการประมาณ (Approximation) เชิงทฤษฎีเพื่อใหการวิเคราะห
และการคำนวณเปนไปไดสะดวกขึ้น (ปกติการพิสูจนวาสองเหตุการณเปนอิสระตอกันอยางแทจริงทำไดยาก
มาก เพราะถึงแมวาความเชื่อมโยงของสองเหตุการณจะมีนอยมาก ความนาจะเปนก็อาจไมเปนศูนย) เมื่อ
กลาววาเหตุการณ A เปนอิสระตอเหตุการณ B หมายความวา ความรูหรือขอมูลที่มีเกี่ยวกับเหตุการณ A ไม
เปลี่ยนความรูหรือขอมูลที่เรามีตอเหตุการณ B เชน หากสมมติวาแผนดินไหวแตละครั้งเปนอิสระตอกัน เมื่อ
สัปดาหที่แลวเกิดแผนดินไหวหรือไมก็ตาม ความนาจะเปนที่จะเกิดแผนดินไหวในสัปดาหนี้ก็คงเดิม แตใน
ความเปนจริงแลว นักปฐพีวิทยาทราบวาแผนดินไหวมักจะเกิดไลเลี่ยกันเปนชุด

เมื่อเหตุการณ A และ B เปนอิสระตอกัน คุณสมบัติตอไปนี้จะเปนจริง
PrtA X Bu “ PrtAu ˆ PrtBu (2.4)

ตัวอยางที่ 2.2 แสดงวิธีนำคุณสมบัติความเปนอิสระตอกันเพื่อคำนวณ

ตัวอยางที่ 2.2. การพยากรณอากาศของกรมอุตุนิยมวิทยาของประเทศจีนทำนายไดถูกตอง (เหตุการณ A)
82% สวนการพยากรณอากาศของกรมอุตุฯ ของไทยทำนายไดถูกตอง (เหตุการณ B) 65% ความนาจะเปนที่
การพยากรณอากาศที่ประเทศใดประเทศหนึ่งหรือทั้งสองประเทศจะถูกตอง คือ

PrtA Y Bu “ PrtAu ` PrtBu ´ PrtA X Bu

ดวยสมการที่ (2.2) แตโจทยไมไดระบุ PrtA X Bu จึงสมมติเพิ่มเติมวา A และ B เปนอิสระตอกัน จาก
คุณสมบัติ (2.4) ทำให

PrtA Y Bu “ PrtAu ` PrtBu ´ pPrtAu ˆ PrtBuq

“ 0.82 ` 0.65 ´ p0.82 ˆ 0.65q “ 0.937
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ความนาจะเปนที่การพยากรณอากาศที่ประเทศใดประเทศหนึ่งหรือทั้งสองประเทศจะถูกตอง คือ 93.7% l

ในเชิงปฎิบัติ ความนาจะเปนที่ประมาณไดจากขอมูลจริงเปนความนาจะเปนแบบมีเงื่อนไข ซึ่งนำมาใช
คำนวณความนาจะเปนที่ตองการ

2.2.2 ความนาจะเปนแบบมีเงื่อนไข
โดยมากขอมูลตรวจวัดที่เก็บไดหรือสังเกตไดจริงเปนความนาจะเปนแบบมีเงื่อนไข (Conditional Proba-
bility) เชน ถาตรวจพบวาติดเชื้อโรคเอดส โอกาสที่จะเปนโรคเอดสจริง ๆ ประมาณ x%, สินคาที่สงมาจาก
ซัพพลายเออร ก. มีของเสีย 1%, หรือเที่ยวบินของสายการบินไทยถึงที่หมายตรงเวลา 80% (FlightStats,
Inc., 2012) ดังนั้นความนาจะเปนแบบมีเงื่อนไขนำไปสูคาความนาจะเปนของเหตุการณที่สนใจจริง ๆ ความ
นาจะเปนแบบมีเงื่อนไขมีลักษณะ ”ถา B เปนจริง โอกาสที่ A จะเปนจริงคือ...” สามารถคำนวณไดดังนี้

PrtA|Bu “
PrtA X Bu

PrtBu
(2.5)

เชน สำหรับตัวอยางการตรวจโรคเอดส เหตุการณเงื่อนไข (B) คือผลตรวจระบุวามีเชื้อเอดส สวนเหตุการณ
ที่สนใจ (A) คือติดเชื้อจริง ๆ ในตัวอยางของเสียจากซัพพลายเออร เหตุการณเงื่อนไข (B) คือเปนสินคาจาก
ซัพพลายเออร ก. และ A คือ เปนของเสีย ในตัวอยางเที่ยวบิน เหตุการณเงื่อนไข (B) คือเปนเที่ยวบินของ
การบินไทย และเหตุการณที่เราสนใจ (A) คือเปนเที่ยวบินที่ตรงเวลา

กฎของความนาจะเปนรวม (สมการที่ 2.3) สามารถเขียนในรูปของความนาจะเปนแบบมีเงื่อนไข สมมติ
ใหปริภูมิตัวอยาง Φ ประกอบดวย Ai, i “ 1, 2, . . . , n ที่ไมทับซอนกัน (Ai X Aj “ H สำหรับ i ‰ j และ
A1 Y A2 Y . . . Y An “ Φ) สามารถคำนวณความนาจะเปนของ B จากสวนตาง ๆ ของ B ที่อยูใน Ai แตละ
อันได เพราะ pB X Aiq X pB X Ajq “ H ดังนี้

PrtBu “ PrtB X A1u ` PrtB X A2u ` . . . ` PrtB X Anu (2.6)
“ PrtB|A1u PrtA1u ` PrtB|A2u PrtA2u ` . . . ` PrtB|Anu PrtAnu (2.7)

สมการที่ (2.6) กลายเปนสมการที่ (2.7) ดวยคุณสมบัติ (2.5) ตัวอยางที่ 2.3 แสดงวิธีใชคุณสมบัติความนาจะ
เปนแบบมีเงื่อนไข

ตัวอยางที่ 2.3. ถามีเพลิงไหม (เหตุการณ B) อยูในพื้นที่ ๆ หนึ่งในอาคาร เครื่องตรวจควันไฟตรวจจับได
และสงสัญญาณเตือน (เหตุการณ A) ดวยความนาจะเปน 0.99; ถาไมมีเพลิง เครื่องตรวจนี้สงสัญญาณเตือน
ภัยที่ผิด (False alarm) ดวยความนาจะเปน 0.1 สมมติวาความนาจะเปนที่มีเพลิงไหมในพื้นที่นี้คือ 0.05
โจทยใหขอมูลวา PrtA|Bu “ 0.99, PrtA|B1u “ 0.1 และ PrtBu “ 0.05
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˝ ถามีเพลิงไหม ความนาจะเปนที่เครื่องตรวจจับควันจะไมสงสัญญาณ เขียนดวยสัญลักษณไดดังนี้

PrtA1|Bu “ 1 ´ PrtA|Bu “ 1 ´ 0.99 “ 0.01

˝ ความนาจะเปนที่ไมมีเพลิงไหมและเครื่องตรวจสงสัญญาณผิด คือ

PrtA X B1u “ PrtA|B1u PrtB1u “ PrtA|B1up1 ´ PrtBuq “ 0.1 ˆ p1 ´ 0.05q “ 0.095

˝ ความนาจะเปนที่มีเพลิงไหมและเครื่องตรวจไมสงสัญญาณ คือ

PrtA1 X Bu “ PrtA1|Bu PrtBu “ 0.01 ˆ 0.05 “ 5 ˆ 10´4

˝ ความนาจะเปนที่เครื่องตรวจทำงานผิดพลาด

PrtA1 X Bu ` PrtA X B1u “ 0.0005 ` 0.095 “ 0.0955

l

ตัวแปรสุมเปนฟงกชันที่แทนคาที่ไมแนนอน คาความไมแนนอนนี้แจกแจงดวยการแจกแจงความนาจะเปน

2.3 ตัวแปรสุมและการแจกแจงความนาจะเปน
การแจกแจงความนาจะเปน (Probability distribution) กระจายคาความนาจะเปนที่ เหตุการณใด ๆ ที่
พิจารณามีผล (Outcome) ตาง ๆ ดังนั้นเมื่อตองการจำลองสถานการณที่ไมแนนอนดวยการแจกแจงความ
นาจะเปน คำถามที่ควรตอบมีดังนี้

˚ อะไรเปนผลที่เปนไปได
˚ ผลเปนแบบตอเนื่อง (Continuous) หรือแบบไมตอเนื่อง เรียกอีกชื่อหนึ่งวา วิยุต (Discrete)
˚ ผลมีขอบเขต (Bounded) หรือไมมีขอบเขต (Unbounded)
ตัวแปรสุม มีคาเปนจำนวนจริง (Real number) มักแสดงตัวแปรสุมดวยตัวอักษรโรมันใหญ เชน X หรือ

Y และแสดงคาจริงที่เกิดขึ้นแลวดวยตัวอักษรเล็ก เชน x หรือ y ปริภูมิตัวอยางของการทดลองหรือเหตุการณ
ที่พิจารณาเปนเซตของผลที่เปนไปไดทั้งหมด เขียนแทนดวย ΦX และ ΦY ตามลำดับ

มักแบงตัวแปรสุมเปนสองประเภท ตามลักษณะของคาที่เปนได คือ แบบไมตอเนื่อง (หัวขอ 2.3.1) และ
แบบตอเนื่อง (หัวขอ 2.3.2)
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2.3.1 ตัวแปรสุมแบบไมตอเนื่อง
ตัวแปรสุมแบบไมตอเนื่อง (Discrete random variable) เปนตัวแปรสุมที่มีคาที่เปนไปไดแบบไมตอเนื่อง
กำหนดใหตัวแปรสุมแบบไมตอเนื่อง X มีความนาจะเปนที่แทนดวยสัญลักษณ ดังนี้

ppaq “ PrtX “ au

เรียกวา ฟงกชันมวลความนาจะเปน (Probability mass function, PMF) ตัวแปรสุมแบบไมตอเนื่องมีผล
จำนวนจำกัดหรือไมจำกัดแบบนับได (Countable finite) เชน ผานหรือไมผาน (Φ “ t0, 1u); จำนวนชิ้นงาน
ที่เสียจากล็อตขนาด 20 ชิ้น (Φ “ t0, 1, 2, . . . , 20u); หรือจำนวนลูกคาที่รออยูในแถวคอย (Φ “ t0, 1, 2, . . .u)

สังเกตวา ppxq หรือ PMF มีคุณสมบัติดังนี้

‚ 0 ď ppxq ď 1 สำหรับทุกคา x กลาวคือ มวลความนาจะเปนไมติดลบและไมเกินหนึ่ง

‚
ř

xPΦX
ppxq “ 1 คือ ผลรวมของความนาจะเปนของทุก ๆ เหตุการณเทากับหนึ่ง

การแจกแจงความนาจะเปนยังสามารถแสดงในรูปฟงกชันมวลความนาจะเปนสะสม (Cumulative mass
function, CMF) ซึ่งมีนิยาม ดังนี้

FXpaq “ PrtX ď au (2.8)
ตัวอยางที่ 2.4 แสดงการคำนวณคามวลความนาจะเปนสะสม

ตัวอยางที่ 2.4. สมมติใหปริภูมิตัวอยางของ X เปน ΦX “ t0, 1, 2, 3u นั่นคือ X P t0, 1, 2, 3u ดังนี้

pp0q “ 1{8, pp1q “ 3{8, pp2q “ 3{8, pp3q “ 1{8

รูปที่ 2.1ก เปนกราฟคา PMF ซึ่งนำมาคำนวณ CMF ได ดังตัวอยางตอไปนี้

FXp2q “ PrtX ď 2u “ PrtX “ 0u ` PrtX “ 1u ` PrtX “ 2u “ 1{8 ` 3{8 ` 3{8 “ 7{8

รูปที่ 2.1ข เปนกราฟคา CMF เนื่องจากผลบวกของความนาจะเปนของทุกเหตุการณรวมกันไดหนึ่ง จึง
สามารถคำนวณคาความนาจะเปนของเหตุการณที่ตองการโดยการหักความนาจะเปนของเหตุการณที่เราไม
ตองการออกจาก 1 (ซึ่งก็คือ A complement หรือ Ac) เชน

PrtX ą 2u “ 1 ´ PrtX ď 2u “ 1 ´ F p2q “ 1 ´ p7{8q “ 1{8

PrtX ‰ 0u “ 1 ´ PrtX “ 0u “ 1 ´ p1{8q “ 7{8

l

เมื่อคาที่เปนไปไดมีคาตอเนื่อง ตัวแปรสุมนั้นจะเปนตัวแปรสุมแบบตอเนื่อง ซึ่งจะกลาวถึงในหัวขอถัดไป
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รูปที่ 2.1: กราฟมวลความนาจะเปนสำหรับตัวแปรสุมแบบไมตอเนื่อง (ตัวอยางที่ 2.4)

2.3.2 ตัวแปรสุมแบบตอเนื่อง
ตัวแปรสุมแบบตอเนื่อง (Continuous random variable) เปนตัวแปรสุมที่มีคาตอเนื่อง คือมีคาเปนชวง
(Interval) หรือกลุมของชวง (Banks et al., 2005) ดังนั้นหากตองการคำนวณคาความนาจะเปนที่ตัวแปรสุม
แบบตอเนื่อง Y จะมีคาอยูในชวง a ถีง b จึงตองหาปริพันธ (Integrate)

Prta ď Y ď bu “

ż b

a

fpyqdy

โดยเรียก fpyq วาฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปน (Probability density function หรือ PDF)

ตัวอยางที่ 2.5. สมมติให Y แสดงอายุการใชงานของเครื่องมือตรวจสอบชิ้นหนึ่ง ดังนั้น Y ě 0 สมมติให Y
มีการแจกแจงดังนี้

fpyq “

$

&

%

1
2 e´y{2, y ě 0

0, y อื่น ๆ
รูปที่ 2.2 แสดงกราฟของการแจกแจง ความนาจะเปนที่อายุการใชงานของเครื่องมือนี้จะไมเกิน 2 ปคำนวณ
ไดดังนี้

PrtY ď 2u “

ż 2

0

1
2

e´y{2dy

“ ´e´2{2 ` e0 “ 0.632

จากนิยามของความนาจะเปนสะสมในสมการที่ (2.8) CDF ของตัวแปรสุมแบบตอเนื่องมีนิยามดังนี้

FY pbq “

ż b

´8

fpyqdy
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เชน FY p2q “
ş2

´8
fpyqdy “

ş0
´8

p0qdy `
ş2
0

1
2 e´y{2dy “ 0.632

l

0 1 2 3 4 5 6

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

0.
5

y

f(
y)

(ก) ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปน

0 1 2 3 4 5 6

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

y

F
(y

)
(ข) ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนสะสม

รูปที่ 2.2: กราฟความหนาแนนความนาจะเปนสำหรับตัวแปรสุมแบบตอเนื่อง (ตัวอยางที่ 2.5)

ฟงกชั่นความหนาแนนความนาจะเปนเปนฟงกชั่นที่มีคุณสมบัติเฉพาะ สมมติใหคาที่เปนไปไดของ Y อยู
ในชวง ΦY นั่นคือ Y P ΦY สังเกตวาฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปน fpyq หรือ PDF มีคุณสมบัติ
ดังนี้

‚ fpyq ě 0 สำหรับทุกคา y P ΦY และ fpyq “ 0 สำหรับ Y R ΦY

‚
ş8

´8
fpyqdy “

ş

yPΦY
fpyqdy “ 1 คือ ผลรวมของความนาจะเปนของทุก ๆ เหตุการณคือหนึ่ง

‚ PrtY “ au “ 0 สำหรับทุกคา a เพราะ şa

a
fpyqdy “ 0 พื้นที่ใตกราฟของจุดใด ๆ เปนศูนย

‚ ดวยคุณสมบัติขอที่แลว จึงทำให
Prta ď Y ď bu “ Prta ă Y ď bu “ Prta ď Y ă bu “ Prta ă Y ă bu “ F pbq ´ F paq

จากฟงกชั่นมวลความนาจะเปนและฟงกชั่นความหนาแนนของความนาจะเปน สามารถคำนวณดัชนีที่
เกี่ยวของกับตัวแปรสุมได

2.4 ดัชนีที่เกี่ยวของกับตัวแปรสุม
หัวขอนี้กลาวถึงดัชนีที่บงบอกคุณสมบัติของตัวแปรสุม เชน คาคาดหมายซึ่งแสดงคากลาง ๆ ของตัวแปรสุม
คาความแปรปรวนซึ่งแสดงการกระจายตัว (Spread) ของตัวแปรสุม
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2.4.1 คาคาดหมาย
คาคาดหมาย (Expectation) หรือคาเฉลี่ย (Mean) เปนดัชนีแสดงแนวโนมของตำแหนงกลาง ๆ ของตัวแปร
สุม โดยมีคำจำกัดความดังนี้

‚ ถา X เปนตัวแปรสุมแบบไมตอเนื่อง

µX หรือ EpXq “
ÿ

xPΦX

x ˆ ppxq

ตัวอยางที่ 2.6 แสดงตัวอยางการคำนวณคาคาดหมายสำหรับตัวแปรสุมแบบไมตอเนื่อง

ตัวอยางที่ 2.6. ตอเนื่องจากตัวอยางที่ 2.4 ซึ่งมีการแจกแจงดังนี้

pp0q “ 1{8, pp1q “ 3{8, pp2q “ 3{8, pp3q “ 1{8

จึงสามารถคำนวณคาคาดหมายไดเปน

EpXq “

ˆ

0 ˆ
1
8

˙

`

ˆ

1 ˆ
3
8

˙

`

ˆ

2 ˆ
3
8

˙

`

ˆ

3 ˆ
1
8

˙

“ 1.5

l

‚ ถา Y เปนตัวแปรสุมแบบตอเนื่อง

µY หรือ EpY q “

ż

yPΦY

y ˆ fpyqdy

ตัวอยางที่ 2.7 แสดงตัวอยางการคำนวณคาคาดหมายสำหรับตัวแปรสุมแบบตอเนื่อง

ตัวอยางที่ 2.7. ตอเนื่องจากตัวอยางที่ 2.5 ซึ่งมีการแจกแจงดังนี้

fpyq “
1
2

e´y{2, y ě 0

จึงสามารถคำนวณคาคาดหมายไดเปน

EpY q “

ż 8

0
y

ˆ

1
2

e´y{2
˙

dy “ ´e´y{2p2 ` yq

ˇ

ˇ

ˇ

8

0
“ 2

l

คาเฉลี่ยเปนคาสถิติที่เปนที่รูจักและใชกันมาก แตคาความแปรปรวนก็สำคัญ เพราะแสดงการกระจายตัว
ของขอมูล
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2.4.2 คาความแปรปรวน
คาความแปรปรวน (Variance) แสดงการกระจายตัวของตัวแปรสุมรอบ ๆ คาคาดหมาย มีนิยามดังตอไปนี้

VarpXq หรือ σ2
X “ E

“

pX ´ µXq2‰ (2.9)

ยกกำลังสองสวนตางระหวาง X และ µX เพื่อใหคาที่ ไดมี เครื่องหมายบวกทั้งหมด ซึ่งชัดเจนวาคาความ
แปรปรวนไมติดลบ หากคำนวณแลวไดคาลบแปลวาคำนวณผิด สังเกตวาหนวยของความแปรปรวนเปนกำลัง
สองของหนวยของคาคาดหมาย เชน ถาคาคาดหมายมีหนวยเปนเมตร ความแปรปรวนมีหนวยเปนเมตร2

ไมสะดวกตอการเขาใจ ดังนั้นจึงมีสวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน (Standard deviation) ซึ่งเปนรากที่สองของคา
ความแปรปรวน

σX “
a

VarpXq

สามารถเขียนนิยาม (2.9) ในรูปที่งายตอการคำนวณ ดังนี้

VarpXq “ EpX2q ´ µ2
X (2.10)

ถาคาความแปรปรวนต่ำ แสดงวาตัวแปรสุมนั้นกระจุกตัวใกลกัน ถาคาความแปรปรวนสูง หมายความ
วาตัวแปรสุมนั้นกระจัดกระจายหางกัน การคำนวณคาความแปรปรวนสำหรับตัวแปรสุมแบบไมตอเนื่องและ
แบบตอเนื่องมีรูปแบบตางกัน ดังนี้

‚ ถา X เปนตัวแปรสุมแบบไมตอเนื่อง

VarpXq “
ÿ

xPΦX

px ´ µXq2ppxq

หากจะใชสมการที่ (2.10) คำนวณ EpX2q ไดดังนี้

EpX2q “
ÿ

xPΦX

x2ppxq

ตัวอยางที่ 2.8 แสดงการคำนวณคาความแปรปรวนสำหรับตัวแปรสุมแบบไมตอเนื่อง

ตัวอยางที่ 2.8. ตอเนื่องจากตัวอยางที่ 2.4 ซึ่งมี PMF ดังนี้

pp0q “ 1{8, pp1q “ 3{8, pp2q “ 3{8, pp3q “ 1{8

จึงสามารถคำนวณ EpX2q ไดดังนี้

EpX2q “

ˆ

02 ˆ
1
8

˙

`

ˆ

12 ˆ
3
8

˙

`

ˆ

22 ˆ
3
8

˙

`

ˆ

32 ˆ
1
8

˙

“ 3
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แทนคาในสมการที่ (2.10) ได VarpXq “ 3 ´ 1.52 “ 0.75 และ σX “ 0.866

l

‚ ถา Y เปนตัวแปรสุมแบบตอเนื่อง

VarpY q “

ż

yPΦY

py ´ µY q2fpyqdy

หากจะใชสมการที่ (2.10) คำนวณ EpY 2q ไดโดย

EpY 2q “

ż

yPΦY

y2fpyqdy

ตัวอยางที่ 2.9 แสดงการคำนวณคาความแปรปรวนสำหรับตัวแปรสุมแบบตอเนื่อง

ตัวอยางที่ 2.9. ตอเนื่องจากตัวอยางที่ 2.5 ซึ่งมีการแจกแจงดังนี้

fpyq “
1
2

e´y{2, y ě 0

จึงสามารถคำนวณ EpY 2q ไดดังนี้

EpY 2q “

ż 8

0
y2

ˆ

1
2

e´y{2
˙

dy “ 8

แทนคาในสมการที่ (2.10) ได VarpY q “ 8 ´ 22 “ 4 และ σY “ 2

l

ถึงแมวาสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานมีหนวยเดียวกับคาคาดหมาย แตก็ยังไมสะดวกในการพิจารณาขนาดของ
การกระจายเมื่อเทียบกับคาคาดหมาย ดังนั้นจึงมีสัมประสิทธิ์การแปรผัน (Coefficient of variation) ซึ่งมี
นิยามดังนี้

cvX “
σX

µX

ดังนั้น cvX จึงไมมีหนวย (Dimensionless) ถาคา cvX ต่ำแปลวาสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานนอย (หรือการกระจาย
ตัวของการแจกแจงต่ำ) เมื่อเทียบกับคาคาดหมาย แตถาคา cvX สูงแปลวาสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานมากเมื่อ
เทียบกับคาคาดหมาย

ตัวอยางที่ 2.10 แสดงการคำนวณสัมประสิทธิ์การแปรผันสำหรับตัวแปรสุมแบบตอเนื่องและไมตอเนื่อง

ตัวอยางที่ 2.10. ตอเนื่องจากตัวอยางที่ 2.6 ตัวแปรสุม X มีคาคาดหมาย EpXq “ 1.5 และจากตัวอยางที่
2.8 คาสวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน σX “ 0.866 ดังนั้น

cvX “
0.866
1.5

“ 0.577.
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นั่นคือสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานมีคาประมาณ 60% ของคาคาดหมาย และสำหรับตัวอยางที่ 2.9 ตัวแปรสุม Y

มี cvY “ 1

l

คาสถิติที่กลาวมาเกี่ยวของกับตัวแปรสุมตัวเดียว แตคาความแปรปรวนรวมและคาสหสัมพันธเปนคาความ
สัมพันธสำหรับตัวแปรสุม 2 ตัว

2.4.3 คาความแปรปรวนรวมและคาสหสัมพันธ
ระบบที่สนใจอาจมีตัวแปรสุมสองตัวที่มีความสัมพันธกัน: ในเชิงบวกคือมีแนวโนมที่จะเพิ่มขึ้นพรอมกันหรือ
ลดลงพรอมกัน เชน ราคาน้ำมันและราคาทองคำ, คาแรงขั้นต่ำและยอดขายรถจักรยานยนต หรือในเชิงลบคือ
มีแนวโนมที่เคลื่อนไหวในทางตรงกันขาม หากตัวหนึ่งเพิ่มอีกตัวหนึ่งมีแนวโนมวาจะลด หรือหากตัวหนึ่งลด
อีกตัวหนึ่งมีแนวโนมวาจะเพิ่ม เชน เวลาที่ลูกคาตองรอในแถวหรือในสายโทรศัพทและระดับความพึงพอใจ
ของลูกคาตอการบริการ, อุปสงคและราคาของสินคาหรือบริการโดยทั่วไป สมมติวาตัวแปรสุมสองตัวนี้คือ M

และ N และมีคาคาดหมาย µM และ µN ตามลำดับ ความแปรปรวนรวม (Covariance) มีนิยามดังนี้

σM,N “ E rpM ´ µM qpN ´ µN qs (2.11)

ถาคาความแปรปรวนรวมเปนลบ ตัวแปรสุมนี้มีแนวโนมที่จะเคลื่อนไหวในทางตรงกันขาม แตหากคาความ
แปรปรวนรวมนี้เปนบวก หมายความวาตัวแปรสุมนี้มีแนวโนมที่จะเคลื่อนไหวในทางเดียวกัน สมการที่ (2.11)
สามารถเขียนในรูปที่สะดวกตอการคำนวณ ดังนี้

σM,N “ EpMNq ´ µM µN (2.12)

โดย EpMNq สามารถคำนวณจากฟงกชันมวลความนาจะเปนรวม (Joint probability mass function),
pM,N pm, nq, และฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนรวม (Joint probability density function),
fM,N pm, nq, ซึ่งมีนิยามดังนี้

pM,N pm, nq “ PrtM “ m และ N “ nu

fM,N pm, nq “
d2 PrtM ď m และ N ď nu

dmdn

สูตรคำนวณ EpMNq ขึ้นกับชนิดตัวแปรสุม ดังนี้

‚ ถา M และ N เปนตัวแปรสุมแบบไมตอเนื่อง

EpMNq “
ÿ

mPΦM

ÿ

nPΦN

mn ˆ pM,N pm, nq (2.13)
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‚ ถา M และ N เปนตัวแปรสุมแบบตอเนื่อง

EpMNq “

ż

mPΦM

ż

nPΦN

mn ˆ fM,N pm, nqdndm (2.14)

ตัวอยางที่ 2.11 แสดงการคำนวณคาความแปรปรวนรวมและคาสหสัมพันธ

ตัวอยางที่ 2.11. สมมติใหตัวแปรสุม M และ N มีฟงกชันมวลความนาจะเปนรวมและความนาจะเปนของ
แตละตัวแปรสุม ดังแสดงในตาราง 2.1

ตารางที่ 2.1: ฟงกชันมวลความนาจะเปนรวมของ M และ N

m{n 1 2 3 ppmq

1 0.1 0.2 0.3
3 0.2 0.2 0.3 0.7

ppnq 0.3 0.4 0.3 1.0

สมการที่ (2.12) อาศัย EpMNq ซึ่งสามารถคำนวณดวยสมการที่ (2.13) ดังนี้

EpMNq “ p1 ˆ 1 ˆ 0.1q ` p1 ˆ 2 ˆ 0.2q ` p3 ˆ 1 ˆ 0.2q ` p3 ˆ 2 ˆ 0.2q ` p3 ˆ 3 ˆ 0.3q “ 5

สวน µM “ p1 ˆ 0.3q ` p3 ˆ 0.7q “ 2.4 และ µN “ p1 ˆ 0.3q ` p2 ˆ 0.4q ` p3 ˆ 0.3q “ 2 เมื่อแทนคาใน
สมการที่ (2.12) จะไดวา

σM,N “ EpMNq ´ µM ˆ µN “ 5 ´ p2.4 ˆ 2q “ 0.2

l

กรณีที่ตัวแปรสุมตัวหนึ่งเปนแบบตอเนื่องและอีกตัวเปนแบบไมตอเนื่อง ก็ยังสามารถคำนวณความแปรปรวน
รวมไดโดยใชความนาจะเปนแบบมีเงื่อนไขเพื่อตรึงคาตัวแปรหนึ่งในขณะที่หาผลบวกหรือปริพันธของอีก
ตัวแปรหนึ่งในสมการที่ (2.11)

สังเกตวาหนวยของความแปรปรวนรวมเปนผลคูณของหนวยของ M และ N ซึ่งยากที่จะวิเคราะหวาความ
แปรปรวนรวมนี้เขมขนเพียงใด จึงปรับสัดสวนของความแปรปรวนรวมดวยผลคูณของสวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน
ของทั้งสองตัวแปรนี้ สิ่งที่ไดคือคาสหสัมพันธ (Correlation) ซึ่งมีคาอยูระหวาง -1 ถึง 1 โดยเครื่องหมายของ
คาแสดงวาความสัมพันธเปนแนวโนมในเชิงทิศเดียวกัน (+) หรือทิศตรงกันขาม (-) สวนขนาดของตัวเลขแสดง
ขนาดของความสัมพันธ ยิ่งสูงยิ่งมีความสัมพันธกันมาก

ρM,N “
σM,N

σM σN
(2.15)
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ตัวอยางที่ 2.12 แสดงการคำนวณคาสหสัมพันธ

ตัวอยางที่ 2.12. ตอเนื่องจากตัวอยางที่ 2.11 เมื่อใชสมการ (2.15) จะไดวา

ρM,N “
σM,N

σM σN
“

0.2
0.917 ˆ 0.775

“ 0.282

ถึงแมวา M และ N มีแนวโนมที่จะเคลื่อนไปทางเดียวกัน แตความสัมพันธไมเขมขนนัก กลาวคือ 0.282 ยัง
หางจาก 1

l

การพัฒนาแบบจำลองสถานการณอาศัยขอมูลเชิงตัวเลขสำหรับตัวแปรนำเขาเพื่อนำไปจำลองในแบบ
จำลอง (รายละเอียดในบทที่ 4) เชน เวลาในการประกอบชิ้นสวน, จำนวนครั้งที่ เครื่องจักรเสียในชวงเวลา
ตาง ๆ, หรือจำนวนคนไขที่เขาสูระบบในแตละชั่วโมง นอกจากนี้ยังตองการขอมูลเชิงตัวเลขสำหรับดัชนีชี้วัด
ของระบบที่สนใจเพื่อนำไปตรวจสอบความถูกตองของแบบจำลอง (หัวขอที่ 9.3) เชน เวลารอคอยของลูกคา
จนกวาจะไดรับการบริการ ขอมูลเหลานี้เปนตัวอยางหรือตัวแทนของคาจริงที่ไมสามารถสังเกตไดทั้งหมด อาจ
ไดมาจากการจับเวลา (Time study) หรือการรวบรวมขอมูลในอดีต (Historical data) หัวขอตอไปจะกลาว
ถึงการสรุปขอมูลตรวจวัดในเบื้องตน

2.5 การสรุปขอมูลตรวจวัด
เมื่อไดขอมูลตรวจวัดมาแลวหรือในขณะที่เก็บ ควรพิจารณาไปดวยวาสมจริงหรือไม (เชน ขอมูลเวลาไมควร
ติดลบ, เวลาตามนาิกาที่ลูกคาออกควรมาหลังเวลาที่ลูกคาเขา) และควรสรุปขอมูลดวยคาทางสถิติและกราฟ
การนำเสนอขอมูลดวยตัวเลขมีขอดีที่ละเอียดและชัดเจน แตไมเห็นภาพรวมของชุดตัวอยาง สวนการใชกราฟ
ดีตรงที่นำเสนอชุดตัวอยางในภาพรวม แตไมละเอียดเทาตัวเลข ดังนั้นควรสรุปขอมูลดวยทั้งสองวิธีแลวนำมา
พิจารณาประกอบกัน

2.5.1 การสรุปขอมูลตรวจวัดเชิงตัวเลข
สมมติใหตัวอยางมีจำนวน n คา X1, X2, . . . Xn อาจเปนเวลาที่ใหบริการลูกคาคนที่ i และสำหรับลูกคา n คน
คาสรุปทางสถิติหลัก ๆ ที่ควรพิจารณา มีดังนี้

1. คาเฉลี่ยตัวอยาง (Sample mean) แสดงตำแหนงกลางของตัวอยาง คำนวณไดดังนี้

sX “
1
n

n
ÿ

i“1
Xi (2.16)
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ซึ่งสามารถใชประมาณคาคาดคะเนของตัวแปรสุมได นั่นคือ pµX “ sX ฟงกชันไมโครซอฟทเอกซเซลที่ใช
คำนวณคาเฉลี่ยคือ =average(data array) โดย data array คือขอมูลที่เรียงชิดกันในแนวแถวหรือ
คอลัมน และมี 1 คาใน 1 เซลล ตัวอยางที่ 2.13 แสดงการคำนวณคาเฉลี่ยจากตัวอยาง

ตัวอยางที่ 2.13. ขางลางนี้เปนขอมูลน้ำหนักของชิ้นงานในหนวยกรัม

62 64 66 67 65 68 61 65 67 65 64 63 67 68 64 66 68 69 65 67

ขนาดตัวอยาง pnq คือ 20 และ sX “ p62 ` 64 ` . . . ` 67q{20 “ 65.55

l

2. สวนเบี่ยงเบนมาตรฐานตัวอยาง (Sample standard deviation) แสดงการกระจายตัวของตัวอยาง
คำนวณไดจากความแปรปรวนของตัวอยางสำหรับตัวแปรสุม X , S2

X , ดังนี้

S2
X “

1
n ´ 1

n
ÿ

i“1
pXi ´ sXq2 “

1
n ´ 1

˜

n
ÿ

i“1
X2

i ´ n sX2

¸

(2.17)

สามารถนำไปใชประมาณสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของตัวแปรสุมได นั่นคือ pσX “ SX ฟงกชันไมโคร
ซอฟทเอกซเซลที่ใชคำนวณสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานคือ =stdev(data array) ตัวอยางที่ 2.14 แสดง
การคำนวณสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานจากตัวอยาง

ตัวอยางที่ 2.14. ขอมูลจากตัวอยางที่ 2.13 จะได SX “ 2.14

l

3. ควอนไทล (Quantile) หรือเปอรเซ็นไทล (Percentile) เปอรเซ็นไทลที่ p, 0 ď p ď 100, คือคาที่มี
p% ของขอมูลนอยกวาคานี้ ควอรเตอร (Quarter) แปลวา 1/4 หรือ 25% ดังนั้นควอรไทล (Quartile)
ที่หนึ่งคือเปอรเซ็นไทลที่ 25 สังเกตวาควอรไทลไมเหมือนกับควอนไทล คือคาที่มีประมาณ 25% ของ
ขอมูลในตัวอยางนอยกวาคานี้และประมาณ 75% ของตัวอยางมากกวาคานี้ ควอรไทลที่สองคือคา
มัธยฐาน (Median) หรือเปอรเซ็นไทลที่ 50 ซึ่งมีตัวอยางประมาณ 50% มากกวาคานี้และอีก 50%
นอยกวาคานี้ ขั้นตอนการคำนวณมีดังนี้

(i) เรียงขอมูลตัวอยางจากนอยไปหามาก

ตัวอยางที่ 2.15. ใชขอมูลในตัวอยางที่ 2.13 เรียงไดดังนี้

61 62 63 64 64 64 65 65 65 65 66 66 67 67 67 67 68 68 68 69
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(ii) คำนวณลำดับของขอมูลที่ตองการ คือ np โดย n คือขนาดของขอมูลและ p คือเปอรเซ็นไทลที่
ตองการในรูปจุดทศนิยม (0 ถึง 1) เชน ควอรไทลที่หนึ่งมี p “ 0.25

สำหรับตัวอยางที่ 2.13 และควอรไทลที่หนึ่ง n “ 20, p “ 0.25 ดังนั้นลำดับที่ตองการคือ np “

20 ˆ 0.25 “ 5

(iii) คาในตัวอยางลำดับที่ np คือเปอรเซ็นไทลที่ตองการ อาจตองเทียบบรรญัติไตรยางค (Interpo-
late) หากคา np ไมใชจำนวนเต็ม
ตอจากตัวอยางที่ 2.15 คาประมาณของควอรไทลที่หนึ่งคือขอมูลลำดับที่ 5 มีคา 64

ฟงกชันไมโครซอฟทเอกซเซลที่ใชคำนวณควอรไทลคือ =quartile(data array, ควอรไทลที่ตองการ)

เชน ถาตองการมัธยฐานซึ่งก็คือควอรไทลที่สอง จะกำหนดใหควอรไทลที่ตองการเปน 2 หรือจะใช
ฟงกชัน =percentile(data array, เปอรเซ็นที่ตองการ)

ตัวอยางที่ 2.16. ขอมูลจากตัวอยางที่ 2.13 จะไดควอรไทลแรกเปน 64 ควอรไทลที่สองเปน 65.5
และควอรไทลที่สามเปน 67

l

นอกเหนือจากการสรุปขอมูลเชิงตัวเลขแลว ควรสรุปขอมูลเชิงแผนภาพประกอบดวย

2.5.2 การสรุปขอมูลเชิงแผนภาพ
การสรุปขอมูลเชิงแผนภาพแสดงใหเห็นภาพรวมของขอมูล เชน แนวโนมหรือการกระจายตัวของขอมูล หัวขอ
นี้จะกลาวถึงเพียงฮีสโตแกรมและกราฟอนุกรมเวลา

ฮีสโตแกรม (Histogram)

ฮีสโตแกรมเปนตัวแทนของกราฟฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนที่สรางจากขอมูลตัวอยาง แกนนอน
แบงขอมูลเปนชวง ๆ แกนตั้งแสดงความถี่ (Frequency) ของขอมูลหรือความถี่สัมพัทธของตัวอยางที่ตกอยู
ในชวงนั้น ๆ ฮีสโตแกรมมีประโยชนสำหรับการพิจารณาการกระจายตัวของขอมูล เชน พิสัยกวางหรือไม, มี
จุดยอดของกราฟหลายจุดหรือไม, สมมาตร (Symmetric) หรือไม, หรือวาเบซายหรือเบขวา รูปที่ 2.3 แสดง
ตัวอยางของฮีสโตแกรมโดยใชขอมูลจากแบบฝกหัดขอ 6.14 ใน (Montgomery and Runger, 2002) จะเห็น
วาตัวอยางชุดนี้คอนขางสมมาตรรอบ ๆ คาเฉลี่ย โดยขอมูลสวนใหญตกอยูในชวง 87-92 การพัฒนาแบบจำ
ลองใชฮีสโตแกรมเพื่อคัดเลือกการแจกแจงพาราเมตริกที่เหมาะสม (รายละเอียดในบทที่ 4)
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รูปที่ 2.3: ตัวอยางฮีสโตแกรม

จำนวนชวง (Bin) ที่แนะนำใหใชอยูระหวาง 5 ถึง 20 ขึ้นอยูกับขนาดขอมูล เมื่อมีขอมูลจำนวนมาก จำนวน
กลองที่ควรใชยิ่งมาก คำแนะนำคือใชจำนวนชวงประมาณรากที่สองของขนาดขอมูล (Montgomery and
Runger, 2002) มีซอฟตแวรสำเร็จรูปหลากหลายที่สามารถสรางฮีสโตแกรมได เชน ไมโครซอฟทเอกซเซล
มีฟงกชัน Histogram ใน Add-in ที่ชื่อ Data analysis หรือจะใชโปรแกรมคำนวณทางสถิติ เชน Minitab

หรือ R ซึ่งเปนฟรีแวร โปรแกรมเลือกจำนวนชวงใหอัตโนมัติ แตผูใชควรทดลองเปลี่ยนจำนวนชวงดวย เพราะ
รูปลักษณของฮีสโตแกรมเปลี่ยนไปเมื่อจำนวนชวงเปลี่ยน ซึ่งอาจบิดเบือนการตีความได

อนุกรมเวลา (Time series)

หากชุดตัวอยางเปนขอมูลอนุกรมเวลา กลาวคือ เปนขอมูลที่สัมพันธกับเวลา เชน ยอดขายสินคาในแตละ
วัน หรือจำนวนชั่วโมงที่เครื่องจักรทำงานไดในแตละเดือน ควรสรางกราฟอนุกรมเวลานี้ดวย ใหแกนนอนเปน
เวลาและแกนตั้งเปนคาที่พิจารณา ซึ่งก็คือแผนภูมิกระจาย (Scatter plot) นั่นเอง ที่มีขอมูลแกนนอนเปน
เวลา ประเด็นที่พึงพิจารณาจากกราฟ มีดังนี้ กราฟมีแนวโนมหรือไม มีรูปแบบ (Pattern) หรือไม เชน สินคา
บางอยางขึ้นอยูกับฤดูกาล, เครื่องปรับอากาศและพัดลมขายดีในฤดูรอน, เครื่องทำน้ำอุนและผาหมขายดีใน
ฤดูหนาว กราฟเพิ่มขึ้นอยางตอเนื่อง หรือลดลงอยางตอเนื่อง หรือกราฟดูเปนเชิงสุม ไมมีรูปแบบใด ๆ ที่เดน
ชัด รูปที่ 2.4 แสดงขนาดเสนรอบวงของตนสมที่ระยะเวลาในการปลูกตาง ๆ กันจำนวน 5 ตน (Kabacoff,
2012) นอกจากจะพิจารณาการเติบโตของตนใดตนหนึ่งแลว ยังสามารถพิจารณาหลาย ๆ ตนพรอมกันได
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ซึ่งชวยในการเปรียบเทียบและศึกษาขอเหมือนหรือขอแตกตาง การพิจารณาอนุกรมเวลาเชนนี้ชวยใหเขาใจ
ธรรมชาติของขอมูล และเอื้อประโยชนในการจำลอง

รูปที่ 2.4: ตัวอยางกราฟอนุกรมเวลา

2.6 บทสงทาย
บทนี้ มี วัตถุประสงค เพื่อ ใหผู อานทบทวนหลักความนาจะเปนและสถิติที่ ใชบอยในการวิเคราะหดวยแบบ
จำลองสถานการณ มิใชเปนการสอนพื้นฐาน หากผูอานตองการทบทวนเพิ่มเติม ใหลองสืบคนเอกสารประกอบ
การสอนและแบบฝกหัดออนไลนในอินเตอรเน็ตดวยคำสำคัญ ”Prob stat tutorial for simulation” นอกจาก
นี้มี เอกสารภาษาไทย เชน บทที่ 2 ของตำราการจำลองสถานการณโดยผศ.ดร.วุฒิชัย วงษทัศนียกร จาก
มหาวิทยาลัยธรรมศาสตร (วุฒิชัย วงษทัศนียกร, 2555) หรือตำราสถิติพื้นฐานทั่วไป เชน (ประไพศรี สุทัศน
ณ อยุธยา และ พงศชนัน เหลืองไพบูลย, 2554)

แบบฝกหัด
2.1. ที่นิคมอุตสาหกรรมแหงหนึ่ง มีโอกาสประมาณ 35% ที่จะไมมีอุบัติเหตุเกิดขึ้นในชวง 1 สัปดาหของการ

ทำงาน
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(i) ใหหาความนาจะเปนที่จะมีอุบัติเหตุอยางนอย 1 ครั้งใน 1 สัปดาห

(ii) ใหคำนวณความนาจะเปนที่จะไมมีอุบัติเหตุเกิดขึ้น 3 สัปดาหตอเนื่องกัน สมมติใหอุบัติเหตุแตละ
ครั้งไมเกี่ยวของกัน

2.2. ผูผลิตรายหนึ่งรับวัตถุดิบจากซัพพลายเออรสองแหง การสุมตรวจในอดีตพบวาสินคาจากโรงงาน ก มี
ของเสีย 5% และสินคาจากโรงงาน ข มีของเสีย 3% เราสุมวัตถุดิบนี้ 1 ชิ้นจากล็อตสินคาของบริษัท ก
และอีกชิ้นจากล็อตสินคาของบริษัท ข โดยสมมติวาการสุมจากล็อตทั้งสองนี้เปนอิสระตอกัน ใหคำนวณ
ความนาจะเปนดังตอไปนี้

(i) ไดวัตถุดิบดี 1 ชิ้นและเสีย 1 ชิ้น

(ii) ไดชิ้นสวนดีทั้งสองชิ้น

(iii) สัดสวนของเสียรวมที่ผูผลิตรายนี้รับเขามา หากผูผลิตรายนี้สั่งของจากโรงงาน ก และ ข ในปริมาณ
เทา ๆ กัน

2.3. ความสัมพันธระหวางความดันโลหิตของแมและลูกคนแรก: ให A เปนเหตุการณที่แมมีความดันเลือด
อยางนอย 95 มม.ปรอท และให B เปนเหตุการณที่เด็กมีความดันเลือดอยางนอย 80 มม.ปรอท หากรู
วา

PrtAu “ 0.1, PrtBu “ 0.2 และ PrtA X Bu “ 0.05

ความดันโลหิตของแมและลูกเปนอิสระตอกันหรือไม

2.4. ตัวแปรสุมแบบไมตอเนื่อง X มีฟงกชันมวลความนาจะเปนดังตอไปนี้

x 0 1 2
ppxq 0.5 0.2 0.3

ใหคำนวณคาตอไปนี้

(i) PrtX “ 0.5u

(ii) ฟงกชันมวลความนาจะเปนสะสม F pxq ที่ x ตาง ๆ

(iii) คาคาดหมาย

(iv) คาความแปรปรวน, สวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน, และสัมประสิทธิ์การแปรผัน
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2.5. กำหนดใหตัวแปรสุมแบบตอเนื่อง Y แทนเสนผานศูนยกลางของรูที่เจาะในชิ้นงานโลหะ เปาหมายคือ
12.5 มิลลิเมตรแตขนาดจริงมักจะใหญกวานี้ ขอมูลที่เก็บระบุวาการแจกแจงของ Y มีรูปแบบดังนี้

fpyq “ 20e´20py´12.5q, y ě 12.5

ใหคำนวณคาตอไปนี้

(i) ชิ้นงานที่ใชไดตองมีรูอยูระหวาง 12.5 มม. ถึง 12.6 มม. สัดสวนของชิ้นงานที่ตองแกไขหรือคัดทิ้ง
เปนเทาใด

(ii) ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนสะสม F pyq

(iii) คาคาดหมาย

(iv) คาความแปรปรวน, สวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน, และสัมประสิทธิ์การแปรผัน

2.6. พิจารณา PDF ดังตอไปนี้

fptq “

$

&

%

1
b´a a ď t ď b

0 หากอยูนอกชวง

(i) กำหนด CDF F ptq

(ii) กำหนดฟงกชัน CDF ผกผัน F ´1ptq.

2.7. พิจารณาขอมูลดังตอไปนี้

5.3 10.1 5.9 12.2 11.2 12.4 9.2 5 5.8 7.2 8.5 7.3 3.9 10.5 9.5 6.2 10 4.7 6.4 8.1

ใหคำนวณหรือสรางกราฟ ดังนี้

(i) คาเฉลี่ยตัวอยาง

(ii) สวนเบี่ยงเบนมาตรฐานตัวอยาง

(iii) คามัธยฐาน

(iv) ฮีสโตแกรม และอธิบายลักษณะของฮีสโตแกรมนี้

2.8. จำนวนรถยนตที่มาถึงรานเปลี่ยนน้ำมันเครื่อง K-Quik ในชวง 200 ชั่วโมงการทำงาน เปนดังแสดงใน
ตาราง รานนี้ใชระบบแถวคอยแบบแถวเดียว (Single waiting line)
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จำนวนรถที่มาถึงใน 1 ชั่วโมง ความถี่
3 หรือนอยกวา 0

4 10
5 30
6 70
7 50
8 40

9 หรือมากกวา 0

กำหนดให X เปนจำนวนรถที่มาถึงในชวงหนึ่งชั่วโมงการทำงาน

(i) ใหประมาณคา PrtX “ 7u.
(ii) หากจำลอง X วาเปนตัวแปรสุมแบบปวซอง ใหประมาณคาอัตราการมาถึงสำหรับตัวแปรสุมปว

ซองนี้ (ตอชั่วโมง)
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โปรแกรมสเปรดชีต (Spreadsheet) ที่ใชกันอยางแพรหลายที่สุด คือ ไมโครซอฟทเอกซเซล (Microsoft
Excel) นอกจากนี้ยังมีซอฟตแวรและฟรีแวรอื่นๆ เชน Google Spreadsheet, OpenOffice Calc, และ
Lotus 1-2-3 จากที่ผูเขียนสังเกตการใชงานจริง หากไมเก็บขอมูลในฐานขอมูล ก็มักจะเก็บในรูปไฟลเอกซเซล
เพราะเอกซเซลมีรูปลักษณเปนตาราง และมีเครื่องมือพรอมสำหรับการวิเคราะหเพิ่มเติม เชน คำนวณคาเฉลี่ย
สรางกราฟ หรือวิเคราะหดวยการถดถอยเชิงเสน การจำลองสถานการณชวยใหการวิเคราะหดวยเอกซเซล
สมบูรณมากขึ้นในแงการวิเคราะหความเสี่ยงหรือประเมินโอกาสที่เหตุการณที่สนใจจะเกิดขึ้นได โดยแสดง
ดวยคาความนาจะเปน ฮีสโตแกรมของคาเอาทพุท หรือเปอรเซ็นไทล

เริ่มแรก โปรแกรมสเปรดชีตไดรับการออกแบบเพื่องานบัญชีและดานการเงิน จึงมีรูปลักษณเปนตารางที่
มีแถวและคอลัมน (Wikipedia, 2012b) นอกจากนี้สเปรดชีตยังเหมือนเครื่องคิดเลขขนาดใหญ สามารถใช
คำนวณไดหลากหลายประเภท ผูใชสามารถนิยามฟงกชันเพิ่มเติมดวยมาโคร (Macro) หรือใชแอดอิน (Add-
in) จึงมีหนังสือเรียนทางดานการวิจัยการดำเนินงาน (Operations Research) หลายเลมที่ใชเอกซเซลเปน
เครื่องมือคำนวณหรือสรางแบบจำลอง เชน Albright et al. (2009), Ragsdale (2008), และ Winston
(2004) บางสวนของเนื้อหาและตัวอยางในบทนี้ไดจากสไลดสำหรับผูสอนของหนังสือเรียนโดย Cliff Rags-
dale (Ragsdale, 2008)

บทนี้จะใชเอกซเซลแอดอินที่ชื่อพ็อพทูล (Hood, 2010b) เพื่อพัฒนาตัวอยางแบบจำลอง ผูอานสามารถ
ดาวนโหลดพ็อพทูลไดฟรีจาก http://www.poptools.org/download/ ผูเขียนเลือกใชซอฟตแวรนี้เนื่องจาก
ไมตองเสียคาใชจาย มีคุณภาพดี และยังมีการปรับปรุงดูแลอยางตอเนื่อง พ็อพทูลมีฟงกชันอื่นๆ ดวย เชน การ
จัดการเมตริกซ ผูอานสามารถศึกษาวิธีใชงานพ็อพทูลไดจากตัวอยาง (เลือก Add-Ins ą PopTools ą Demos)

ผู เขียนจะไมกลาวถึงซอฟตแวรทางการคาสำหรับการจำลองสถานการณบนสเปรดชีต เชน @Risk หรือ
CrystalBall ซึ่งมีขอดีที่ ใช งานงาย และมี เครื่องมือวิเคราะห ให เลือกหลากหลายทั้ง ในเชิงตัวเลขและเชิง
แผนภาพ ถึงแมจะไมใชซอฟตแวรเหลานี้ แตหลักการจำลองความไมแนนอนในแบบจำลองที่จะนำเสนอยัง
คงเปนหลักการทั่วไปที่ใชไดกับซอฟตแวรอื่นดวย เพียงแตคำสั่งของโปรแกรมแตกตางออกไป ผูอานควรมี
ทักษะไมโครซอฟทเอกซเซลพื้นฐาน หากไมเคยใชก็สามารถศึกษาดวยตนเองจากเว็บไซตตางๆ

หัวขอแรกของบทนี้จะกลาวถึงการใชตัวแปรสุมเพื่อจำลองตัวแปรนำเขาที่ไมแนนอน

3.1 ตัวแปรสุมและความไมแนนอน
เมื่อวิเคราะหดวยสเปรดชีต คาในเซลลบางเซลลเปนตัวแปรอิสระ (Independent variable) ที่ไมแนนอน
สมมติใหคาเอาทพุทหรือตัวแปรตาม Y (Dependent variable) เกี่ยวของกับตัวแปรอิสระ Xi ดวยฟงกชัน

Y “ fpX1, X2, . . . , Xkq (3.1)

http://www.poptools.org/download/


3.1 ตัวแปรสุมและความไมแนนอน 37

หากตัวแปรอิสระบางตัวใน tX1, X2, . . . , Xku เปนคาสุม คา Y ก็ยอมเปนคาสุมเชนกัน การจำลองสถานการณ
เปนเครื่องมือวิเคราะหที่เหมาะสมสำหรับแบบจำลองเชนนี้ โดยเฉพาะอยางยิ่งการวิเคราะหทางการเงินหรือ
การประมาณอยางหยาบ (Rough-cut approximation)

บทที่ 2 ไดกลาวถึงการจำลองความไมแนนอนดวยตัวแปรสุม ซึ่งคือตัวแปรที่ไมสามารถระบุไดอยางตายตัว
แนนอน คาตัวแปรนำเขาบางตัวในแบบจำลองสเปรดชีตที่สมมติวาเปนคาคงที่ จริง ๆ อาจเปนคาที่ไมแนนอน
เพราะเปนคาในอนาคต เชน ราคาของวัตถุดิบปหนา อัตราดอกเบี้ยในไตรมาสหนา จำนวนพนักงานในบริษัทป
หนา หรือยอดการสั่งซื้อในรอบถัดไปของลูกคา คาที่คำนวณโดยอาศัยตัวแปรนำเขาที่ไมแนนอน (เชน สมการ
ที่ 3.1) ก็ยอมผันผวนตามไปดวย การตัดสินใจที่กระทำบนพื้นฐานขอมูลที่มีความผันแปรจึงมีความเสี่ยง ซึ่งมี
นัยวามีโอกาสเกิดความสูญเสีย

การวิเคราะหความเสี่ยงมีความจำเปนเพราะการกำหนดคาตัวแปรนำเขาที่จริง ๆ แลวไมแนนอนดวยคา
คาดหมาย ซึ่งเปนคาคงที่คาหนึ่ง ไมสามารถบอกถึงการกระจายตัว (Variability) ของดัชนีชี้วัดที่เปนคาเอา
ทพุทได ตัวอยางที่ 3.1 ตอไปนี้แสดงใหเห็นวา คาเฉลี่ยเพียงอยางเดียวนั้นไมเพียงพอสำหรับการตัดสินใจ
จำเปนตองพิจารณาการกระจายตัวประกอบดวย

ตัวอยางที่ 3.1. สมมติวามีการลงทุนที่ใชเงินลงทุน 10,000 บาท และคาดวาจะไดรับผลตอบแทนพรอมเงิน
ตนเปนเงิน 100,000 บาทใน 2 ป คุณจะลงทุนหรือไม หากผลตอบแทนนี้เปนไปได 2 ทาง คือ

1. ผลตอบแทนมีการแจกแจงอยางสม่ำเสมอในชวง 90,000 ถึง 110,000 บาท

2. ผลตอบแทนมีมีการแจกแจงอยางสม่ำเสมอในชวง -300,000 ถึง 500,000 บาท

สังเกตวาสองสถานการณนี้มีคาเฉลี่ยเทากัน คนทั่วไปที่มิใชนักพนันคงจะเลือกแบบแรกมากกวาแบบที่สอง
เพราะความเสี่ยงต่ำกวา อยางไรก็ไดเงินตนคืน แตแบบที่สองมีโอกาสใหผลตอบแทนสูงมาก ๆ หรือขาดทุนได

l

ตัวอยางที่ 3.1 นี้แสดงใหเห็นวาคาเฉลี่ยหนึ่งคาเกิดขึ้นไดหลายรูปแบบซึ่งเกี่ยวของกับระดับความเสี่ยงที่
ตางกัน การจำลองสถานการณสามารถใหคาเชิงตัวเลขกับความเสี่ยง

การจำลองสถานการณ
ในกรณีที่ไมทราบคาขอมูลนำเขาบางตัว เชน ยอดสั่งซื้อของลูกคาในปหนา ผูวิเคราะหอาจใชคาประมาณของ
ยอดซื้อหลาย ๆ คา เชน ขอบเขตบน ขอบเขตลาง หรือคาที่นาจะเปนไปไดมากที่สุด แลวประมวลผลแบบ
จำลองภายใตสถานการณ 3 ชนิดนี้ เรียกอีกนัยหนึ่งคือการวิเคราะหแบบถา (What-if analysis) การจำลอง
สถานการณก็คลายการวิเคราะหแบบนี้แตเปนอัตโนมัติกวา คือสุมเลือกสถานการณของชุดตัวแปรนำเขาได
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อยางไมมีอคติ และสามารถพิจารณาไดหลากหลายสถานการณกวามาก คาเอาทพุทที่ไดจากการประมวลผล
เหลานี้จะถูกวิเคราะหรวมกันเพื่อเขาใจพฤติกรรมของเอาทพุทที่เปนดัชนีชี้วัด และประเมินความเสี่ยงที่เกิด
จากความไมแนนอนของตัวแปรนำเขา ผูวิเคราะหสามารถใชสเปรดชีตเพื่อจำลองคาของตัวแปรนำเขาที่อาจ
จะเกิดขึ้นในอนาคต และประมวลผลเพื่อประมาณคาของดัชนีชี้วัด ประเด็นที่ผูวิเคราะหควรพึงตระหนักคือ

‚ การวิเคราะหความเสี่ยงเกิดจากขอสังเกตวาคาเฉลี่ยอยางเดียวไมเพียงพอ ถึงแมวาจะเปนคาเฉลี่ยระยะ
ยาว และควรพิจารณาคาสถิติอื่นประกอบดวย เชน สวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน หรืออาจพิจารณากราฟ
เชน ฮีสโตแกรม

‚ ถึงแมวาตองการเพียงคาเฉลี่ยของดัชนีชี้วัด การแทนคาตัวแปรนำเขาที่ไมแนนอนดวยคาเฉลี่ยก็ยังไมถูก
ตอง เพราะตัวแปรนำเขาเหลานี้อาจมีปฏิสัมพันธตอกัน เชน ล็อตสั่งซื้อที่มีขนาดใหญอาจใชเวลาในการ
ผลิตนานกวาล็อตเล็ก ถาแบบจำลองสมมติวาเวลาในการผลิตไมขึ้นกับขนาดล็อตสั่งซื้อ ผลการคำนวณ
ระดับการใหบริการ (Service level) ก็ผิดพลาด

บทนี้จะนำเสนอการพัฒนาแบบจำลองสเปรดชีตโดยใชตัวอยางเปนหลัก

3.2 ตัวอยางการวางแผนงบประมาณของบริษัทมายา
ตัวอยางนี้ดัดแปลงจากตัวอยาง Hungry Dawg Restaurant ใน Ragsdale (2008) บริษัทมายาจำกัดกำลัง
เติบโต มีรายไดและจำนวนพนักงานเพิ่มขึ้นอยางตอเนื่อง เพื่อใหพนักงานมีกำลังใจ บริษัทจึงสนับสนุนทุน
การศึกษาใหกับบุตรหลานของพนักงาน โดยใหเบิกจายคาธรรมเนียมการศึกษาตามจริงในใบเสร็จ ปจจุบันมี
จำนวนพนักงาน 63 คนและเพิ่มดวยอัตรา 2% ตอป และคาธรรมเนียมฯ เฉลี่ย ที่พนักงานเบิกคือ 16,541
บาทตอคนตอป และเพิ่มดวยอัตรา 5% ตอป บริษัทตองการวางแผนงบประมาณรายจายลวงหนา 5 ป โดยจะ
ยังไมคำนึงถึงอัตราเงินเฟอ ตารางที่ 3.1 แสดงการวิเคราะหเบื้องตนดวยเอกซเซล และตารางที่ 3.2 แสดงสูตร
คำนวณ สังเกตวาเมื่อคัดลอกสูตร เอกซเซลเลียนแบบตำแหนงของเซลล เชน เมื่อคัดลอกเซลล B11 มาวางที่
B12 สูตรในเซลลคือ =B11*(1+$F$5) การวาง $ หนาตำแหนงแถวหรือตำแหนงคอลัมนเพื่อตรึงไมใหขยับเมื่อ
คัดลอก

สังเกตวาการวิเคราะหในตัวอยางนี้เกี่ยวของกับเหตุการณในอนาคต แบบจำลองไดสมมติวาอัตราที่เพิ่มขึ้น
คงที่และเทากันทุกป นอกจากนี้แลวคาใชจายรวมตลอด 5 ปยังเปนคา ๆ เดียว แบบจำลองไมสามารถประเมิน
ไดวาโอกาสที่คาใชจายจะเปน 6.43 ลานบาทจริง ๆ นั้นเปนเทาใด หรือความนาจะเปนที่คาใชจายจะเกินเปา
ที่ตั้งไว (เชน 6 ลานบาท) เปนเทาใด การจำลองสถานการณสามารถตอบประเด็นเหลานี้ได กอนที่จะปรับแบบ
จำลองในตารางที่ 3.1 ผูเขียนจะกลาวถึงการสรางตัวเลขสุมจากซอฟตแวรพ็อพทูล
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ตารางที่ 3.1: แบบจำลองการวิเคราะหบนเอกซเซลสำหรับบริษัทมายา (หัวขอที่ 3.2)

A B C D E F G
1
2 บริษัทมายา จำกัด
3
4 เงื่อนไขเริ่มตน ขอสมมุติ
5 จำนวนพนักงานในปจจุบัน 63 อัตราที่เพิ่มขึ้น 2% ตอป
6 คาธรรมเนียมการศึกษาเฉลี่ยที่พนักงานเบิก (ตอคน) 16,541 อัตราที่เพิ่มขึ้น 5% ตอป
7
8 จำนวน คาธรรมเนียมที่เบิก คาใชจาย
9 ปที่ พนักงาน ตอพนักงาน 1 คน รวม
10 1 64 ฿17,368.05 ฿1,116,070.89
11 2 66 ฿18,236.45 ฿1,195,311.93
12 3 67 ฿19,148.28 ฿1,280,179.07
13 4 68 ฿20,105.69 ฿1,371,071.79
14 5 70 ฿21,110.97 ฿1,468,417.88
15 คาใชจายรวมของบริษัท ฿6,431,051.56

ตารางที่ 3.2: สูตรเอกซเซลสำหรับตัวอยางการวางแผนงบประมาณบริษัทมายาในตารางที่ 3.1

ตำแหนงเซลล สูตรเอกซเซล คัดลอกไปยังเซลล
B10 =D5*(1+F5)

C10 =D6*(1+F6)

D10 =C10*B10 D11:D14

B11 =B10*(1+$F$5) B12:B14

C11 =C10*(1+$F$6) C12:C14

D15 =sum(D10:D14)
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3.2.1 การสรางตัวเลขสุมในพ็อพทูล

การสุมคาตัวแปรนำเขาที่ไมแนนอนในแบบจำลองอาศัยฟงกชันเพื่อสรางตัวเลขสุม (Random variate gen-
eration, RVG) ผู ใชกำหนดการแจกแจงความนาจะเปนและคาพารามิเตอรที่ เกี่ยวของ สมมติวา เปนการ
แจกแจงแบบปกติที่มีคาเฉลี่ย 20 และสวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน 2 เมื่อพิจารณาคาที่สุมไดหลาย ๆ คา ตัวเลข
ที่สรางไดนี้ดูเหมือนมาจากการแจกแจงแบบปกติจริง ๆ เชน เมื่อพิจารณาฮีสโตแกรมหรือคาทางสถิติอื่น ๆ
ฟงกชัน RVG ที่มีในเอกซเซลคือ RAND() ซึ่งใหตัวเลขสุมที่มีการแจกแจงแบบสม่ำเสมอในชวง [0,1] บทนี้จะ
กลาวถึงการสรางตัวเลขสุมอยางสั้น ๆ ใหพอเขาใจการกำหนดฟงกชันสรางตัวเลขสุม บทที่ 4 จะอธิบายเรื่อง
การแจกแจงความนาจะเปนโดยละเอียด

ตัวแปรสุมแบงเปนสองประเภทหลัก คือ ตัวแปรสุมแบบไมตอเนื่อง (หัวขอที่ 2.3.1) และตัวแปรสุมแบบตอ
เนื่อง (หัวขอที่ 2.3.2) ตารางที่ 3.3 และ 3.4 แสดงฟงกชันการสรางตัวเลขสุมและการกำหนดคาพารามิเตอร
สำหรับการแจกแจงแบบไมตอเนื่องและการแจกแจงแบบตอเนื่องในพ็อพทูล ตามลำดับ

ตารางที่ 3.3: สูตรพ็อพทูลสำหรับตัวแปรสุมแบบไมตอเนื่อง

การแจกแจงความนาจะเปน พารามิเตอร สูตรพ็อพทูล
เบอรนูลลี p ความนาจะเปนที่เหตุการณ dBinomialDev(1, p)

(Bernoulli) ที่สนใจจะเกิดขึ้น
ทวินาม n จำนวนของเหตุการณ dBinomialDev(n, p)

(Binomial) p ความนาจะเปนที่เหตุการณจะเกิดขึ้น
พหุนาม (Multinomial) pi ความนาจะเปนที่จะไดคา vi DiscreteDev(v1 : vn, p1 : pn)

ไมตอเนื่อง (Discrete) i “ 1, . . . , n v1 : vn และ p1 : pn

อยูในรูปอารเรย
สม่ำเสมอแบบไมตอเนื่อง a ขอบเขตลาง dRandInt(a, b)

(Discrete uniform) b ขอบเขตบน โดยที่ a ă b

เรขาคณิต (Geometric) p ความนาจะเปนที่เหตุการณจะเกิดขึ้น dGeomDev(p)

ไฮเปอรจีโอเมตริก n จำนวนของครั้งที่สุม dHyperDev(n, m, N)

(Hypergeometric) m จำนวนของชิ้นที่“ดี”หรือที่สนใจ
N จำนวนชิ้นทั้งหมด

ปวซอง m คาเฉลี่ยจำนวนครั้งที่เหตุการณ dPoissonDev(m)

(Poisson) เกิดขึ้นใน 1 ชวงเวลา
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ตารางที่ 3.4: สูตรพ็อพทูลสำหรับตัวแปรสุมแบบตอเนื่อง

การแจกแจงความนาจะเปน พารามิเตอร สูตรพ็อพทูล
ปกติ µ คาเฉลี่ย dNormalDev(µ, σ)

ล็อกนอรมอล (Lognormal) σ สวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน dLogNormalDev(µ, σ)

สม่ำเสมอ a ขอบเขตลาง dRandReal(a, b)

(Uniform) b ขอบเขตบน โดยที่ a ă b

เอ็กซโพเนนเชียล µ คาเฉลี่ย dExpDev(µ)

(Exponential)
เบตา (Beta) α, β คาพารามิเตอรระบุรูปรางของ PDF dBetaDev(α, β)

สามเหลี่ยม a ขอบเขตลาง dTRand(a, b, c)

(Triangular) b คาที่เปนไปไดมากที่สุด
c ขอบเขตบน

ไวบูล λ คาพารามิเตอรระบุรูปรางของ PDF dWeibullDev(λ, k)

(Weibull) k คาพารามิเตอรระบุสเกลของ PDF

3.2.2 การจำลองการวางแผนงบประมาณของบริษัทมายา
จากขอมูลที่บริษัทมายารวบรวมไว ผูวิเคราะหพบวา

‚ จำนวนของพนักงานเพิ่มขึ้นดวยอัตราที่มีการแจกแจงแบบสม่ำเสมอ มีคาต่ำที่สุดคือลดลงอยางมากที่สุด
3% หรือเพิ่มขึ้นสูงสุด 7%

‚ คาธรรมเนียมการศึกษาที่พนักงานเบิกตอคนมีการแจกแจงแบบปกติที่มีคาเฉลี่ยเพิ่มขึ้นดวยอัตรา 1%
ตอป และมีสวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน 124 บาท

แบบจำลองในตารางที่ 3.5 แสดงแบบจำลองที่เพิ่มขอมูลนี้แลว เนื่องจากฟงกชัน RVG ของพ็อพทูลปรากฏ
อยูในสูตรที่มีการคำนวณทางคณิตศาสตรอื่น ๆ ดวย ผูใชจึงตองพิมพสูตร RVG เขาไปในเซลลเอง เมื่อพัฒนา
แบบจำลองแลว ควรตรวจดูความสมจริงของคาที่ปรากฏในแบบจำลองเอกซเซล เชน ความนาจะเปนตองไม
ติดลบและตัวเลขตาง ๆ มีคาสมจริง ไลเรียงไปทีละเซลลวากำหนดสูตรถูกตองตามที่คิดแลว

เมื่อไดแบบจำลองแลว ผูใชตองระบุใหพ็อพทูลรูวาเซลลใดเปนคาเอาทพุทหรือดัชนีชี้วัด พรอมทั้งกำหนด
คาพารามิเตอรในการประมวลผลอื่น ๆ ใหเลือกคำสั่งจากเมนู Add-ins ą PopTools ą Simulation tools

ą Monte Carlo analysis แลวไดอะล็อกบ็อกซ (Dialog box) ในรูปที่ 3.1 จะปรากฏ มีหลายชองใหระบุ
คา แตจะอธิบายเฉพาะชองที่จำเปนตองใช ดังนี้
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ตารางที่ 3.5: แบบจำลองสถานการณบริษัทมายาที่ปรับจากตารางที่ 3.1
A B C D E F G H I

1

2 บริษัทมายา จำกัด
3
4 เงื่อนไขเริ่มตน ขอสมมุติ
5 จำนวนพนักงานในปจจุบัน 63 อัตราที่ลดลงสูงสุด 3% อัตราที่เพิ่มสูงสุด 7% การแจกแจงแบบสม่ำเสมอ
6 คาธรรมเนียมการศึกษาเฉลี่ยที่พนักงานเบิก (ตอคน) 16,541 อัตราที่เพิ่มขึ้น 1.0% สวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน 124 การแจกแจงแบบปกติ
7
8 จำนวน คาธรรมเนียมที่เบิก คาใชจาย
9 ปที่ พนักงาน ตอพนักงาน 1 คน รวม
10 1 64 16,685.70 1,069,906.02
11 2 68 16,918.56 1,111,065.95
12 3 65 16,925.91 1,106,118.12
13 4 65 17,031.50 1,107,288.19
14 5 68 17,200.40 1,168,504.70
15 คาใชจายรวมของบริษัท 5,562,882.98

ตารางที่ 3.6: สูตรเอกซเซลสำหรับแบบจำลองสถานการณบริษัทมายา (ตารางที่ 3.5)

ตำแหนงเซลล สูตรเอกซเซล คัดลอกไปยังเซลล
B10 =D5*(1+dRandReal(-$F$5, $H$5))

C10 =dNormalDev(D6*(1+$F$6), $H$6)

D10 =C10*B10 D11:D14

B11 =B10*(1+dRandReal(-$F$5, $H$5)) B12:B14

C11 =dNormalDev(C10*(1+$F$6), $H$6) C12:C14

C15 =sum(D10:D14)
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‚ Dependent range ตำแหนงเซลลของเอาทพุทหรือดัชนีชี้วัด อาจมีไดมากกวา 1 เซลล แตหากมากกวา
1 เซลล เอาทพุทตองเรียงชิดกันในแนวแถวหรือคอลัมน คืออยูในรูปอารเรย

‚ Number of replicates จำนวนรอบทำซ้ำ เปนจำนวนครั้งที่แบบจำลองเอกซเซลนี้ไดรับการประมวล
ผล คลายกับทุกครั้งที่มีการกด Enter หรือกด Calculate now เอกซเซลประมวลผลใหมทั้งเวิรคชีต
แตละครั้งที่ประมวลผล เซลลที่มีสูตรคณิตศาสตรจะถูกคำนวณใหม นั่นคือเซลลที่มีฟงกชัน RVG ก็จะ
ผลิตคาเลขสุมใหมเชนกัน พ็อพทูลเก็บคาเอาทพุทที่คำนวณใหมนี้ไวทุกครั้งเพื่อคำนวณคาสรุปทางสถิติ
และแสดงผลเมื่อการประมวลผลเสร็จสิ้นตามจำนวนรอบที่ผูใชระบุ คาโดยปริยาย (Default value) คือ
100 รอบ

‚ Output ตำแหนงของเซลลมุมบนซายสุดที่ผูใชตองการใหวางตารางผลสรุปที่ไดจากการประมวลผล เชน
ตารางที่ 3.7ก

‚ Keep results หากผูใชคลิกเลือกตัวเลือกนี้ พ็อพทูลจะแสดงคาของเอาทพุทที่ทุกรอบการประมวลผล
บนอีกแผนเวิรคชีตหนึ่ง เชน ตารางที่ 3.7ข

เมื่อกำหนดคาพารามิเตอรเหลานี้แลว คลิก Go หากแบบจำลองไมมีขอผิดพลาด จะไดตารางผลสรุปดังเชน
รูปที่ 3.7ก หากคลิกเลือกตัวเลือก Keep results จะไดเวิรคชีตอีกหนึ่งแผนเพิ่มดวย ดังแสดงในรูปที่ 3.7ข

ตารางที่ 3.7: ผลการประมวลผลแบบจำลองการวางแผนงบประมาณบริษัทมายา (ตารางที่ 3.5)

(ก) คาสรุปทางสถิติ

Mean Variance Lower CL Upper CL Valid Iterations Time taken
5665292 55133160018 5160482.121 614215.196 100 0

(ข) ผลของแตละรอบทำซ้ำ

Replicate Var 1
1 5344870
2 6092414
... ...
98 5950705
99 5230595
100 5296585
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รูปที่ 3.1: ไดอะล็อกบ็อกซสำหรับกำหนดพารามิเตอรเพื่อประมวลผล
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อางอิงจากแบบจำลองในตารางที่ 3.5 สมมติให X แทนคาใชจายรวมของบริษัท คาของผลในตารางที่
3.7ก สามารถอธิบายไดดังนี้

‚ Mean คาเฉลี่ยเซลลที่นิยามวาเปน Dependent range ซึ่งมีขนาดขอมูลเทากับจำนวนรอบทำซ้ำที่ผูใช
กำหนด ในตารางที่ 3.5 คาเอาทพุทคือคาใชจายรวมของบริษัท (เซลล D15) ตัวเลข 5,665,292 บาทเปน
คาเฉลี่ยของคาใชจายที่ประมวลผลได 100 คา (แสดงในตารางที่ 3.7ข) ดวยสูตร (2.16) ดังนี้

sX “ 5.66 ˆ 106 “

ˆ

5.34 ` 6.09 ` . . . ` 5.23 ` 5.30
100

˙

ˆ 106 (3.2)

‚ Variance ความแปรปรวนที่คำนวณจากเอาทพุทที่ไดจากการประมวลผล คำนวณโดยใชสูตร (2.17)
ดังนั้นสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานจึงเปน

SX “ 2.34 ˆ 105 “
a

5.51 ˆ 1010 (3.3)

‚ Lower CL CL ยอมาจาก Confidence limit ใหคาเปอรเซ็นไทลตามนัยสำคัญที่ระบุในชอง Lower

percentile (มีคาอยูในชวง 0 ถึง 1) ในไดอะล็อกบ็อกซรูปที่ 3.1 คาโดยปริยายคือ 0.025 จากผลใน
ตารางที่ 3.7ก คา Lower percentile คือ 5,160,482 บาท หมายความวา

PrtX ď 5,160,482u “ 0.025

นั่นคือ มีโอกาสเพียงแค 0.025 หรือ 2.5% ที่คาใชจายจะนอยกวา 5.16 ลานบาท และมีความนาจะเปน
1-0.025 = 0.975 หรือ 97.5% ที่คาใชจายจะมากกวาคานี้ สามารถเขียนในรูปทั่วไปไดดังนี้

PrtDependent range ď Lower CLu “ Lower percentile (3.4)

สังเกตวา Lower CL เปนผลจากการประมวลผล สวน Lower percentile เปนพารามิเตอรนำเขาที่ผู
ใชกำหนด

‚ Upper CL เปนเปอรเซ็นไทลเชนเดียวกับ Lower CL แต Upper percentile มีคาโดยปริยายคือ 0.975
ในตารางที่ 3.7ก คา Upper percentile คือ 6,141,215 บาท ซึ่งก็หมายความวา

PrtX ď 6,141,215u “ 0.975

นั่นคือ มีโอกาสเพียงแค 2.5% ที่คาใชจายจะมากกวา 6.14 ลานบาท หรือเขียนในรูปแบบทั่วไปไดดังนี้

PrtDependent range ď Upper CLu “ Upper percentile (3.5)

ทั้งนี้ คาเปอรเซ็นไทลที่ไดจากพ็อพทูลอาจตางจากที่ไดจากสูตรเอกซเซลที่ผูใชคำนวณเองจากเอาทพุท
ที่ทุกรอบการประมวลผลเล็กนอย เพราะความผิดพลาดจากการปด (Roundoff error)
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‚ Valid iterations จำนวนรอบทำซ้ำที่ประมวลผลเสร็จ

‚ Time taken เวลาที่ใชในการประมวลผล

พ็อพทูลรายงานคาสรุปทางสถิติ ซึ่งผูวิเคราะหสามารถตีความและวิเคราะหเพิ่มเติมได

3.2.3 การตีความผล
เมื่อการประมวลผลเสร็จสิ้น ผูใชสามารถคำนวณคาทางสถิติเพิ่มเติมจากที่พ็อพทูลรายงาน หรือวิเคราะหผลที่
ไดดวยกราฟ บทที่ 5 จะอธิบายเรื่องการวิเคราะหผลลัพธอยางละเอียด

‚ ชวงความเชื่อมั่น (Confidence interval) มีสูตรการคำนวณจากคาเฉลี่ย sX และสวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน
SX ที่ไดจากการประมวลผลดังสมการที่ (3.2) และ (3.3) ดังนี้

Lower bound “ sX ´ t1´α{2,R´1
SX
?

R
(3.6)

Upper bound “ sX ` t1´α{2,R´1
SX
?

R
(3.7)

pLower bound, Upper boundq Ð sX ˘ Half width (3.8)

ความกวางของครึ่งชวง (Half width) คือ t1´α{2,R´1SX{
?

R ซึ่งเปนครึ่งหนึ่งของความกวางของชวง
ความเชื่อมั่น คาสถิติ t1´α{2,R´1 เปนคาเปอรเซ็นไทลของการแจกแจง Student t ที่ความนาจะเปน
1 ´ α{2 และองศาอิสระ (Degree of freedom) เทากับ R ´ 1 โดยที่ R คือขนาดของขอมูลซึ่งก็คือ
จำนวนรอบทำซ้ำที่ประมวลผล หากตองการชวงความเชื่อมั่นที่นัยสำคัญ p1 ´ αq ˆ 100 “95% โอกาส
ที่จะผิดพลาดคือชวงความเชื่อมั่นไมครอบคาเฉลี่ยที่แทจริงคือ 5% ซึ่งอาจจะผิดดานที่มากเกินไป (หาง
ขวา) หรือนอยเกินไป (หางซาย) ดังนั้นความผิดพลาดของหางขางใดขางหนึ่ง คือ 5%/2 จึงใชคาเปอร
เซ็นไทลของ Student t ที่ความนาจะเปน 1 ´ α{2 ซึ่งสามารถคนไดจากตารางสถิติทายเลมของหนังสือ
เรียนสถิติทั่วไปหรือจากอินเตอรเน็ต แตวิธีที่แนะนำคือใชสูตรเอกซเซล ดังนี้

t1´α{2,R´1 Ð tinv(α, R-1)

เพราะเอกซเซลตองการใหระบุโอกาสที่จะผิดพลาดทั้งหมด จึงใส α สูตร (3.8) ใหคำนวณความกวาง
ของครึ่งชวงกอน แลวจึงนำไปหักออกหรือเติมเขาไปกับคาเฉลี่ย ตัวอยางที่ 3.2 แสดงการคำนวณชวง
ความเชื่อมั่นสำหรับผลการประมวลผลในตารางที่ 3.7ก

ตัวอยางที่ 3.2. กำหนดใหชวงความเชื่อมั่นมีนัยสำคัญ 95% ดังนั้น α “ 5% จากตารางที่ 3.7ก R “
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100 แทนคาในสมการที่ (3.6)-(3.7) จะได (หนวย: ลานบาท)

Half width “ 1.984
ˆ

0.235
?

100

˙

“ 0.0466 ลานบาท (3.9)
Lower bound “ 5.665 ´ 0.0466 “ 5.619 ลานบาท (3.10)
Upper bound “ 5.665 ` 0.0466 “ 5.712 ลานบาท (3.11)

การแปลความหมายของชวงความเชื่อมั่นอยางคราว ๆ คือ โอกาสที่คาคาดหมายของคาใชจายทุนการ
ศึกษารวมจะมีคามากกวา 5.619 ลานบาท แตไมเกิน 5.712 ลานบาทคือ 95% หัวขอที่ 5.3 จะกลาว
ถึงความหมายที่ถูกตองทางทฤษฎีกวานี้

l

‚ เปอรเซ็นไทล จากสมการที่ (3.4)-(3.5) จะไดวา

PrtLower CL ď Dependent range ď Upper CLu “ Upper percentile ´ Lower percentile

(3.12)
คาเปอรเซ็นไทลสามารถใหชวงที่คาดัชนีชี้วัดที่สังเกตไดจริงจะตกอยูในชวงนี้ดวยความนาจะเปนสูง
เชน 95% ซึ่งเปนคาโดยปริยายของพ็อพทูล

ตัวอยางที่ 3.3. สำหรับผลการประมวลผลในตารางที่ 3.7ก ชวงเปอรเซ็นไทลจากสมการที่ (3.12) คือ
[5.160, 6.141] ลานบาท หมายความวาโอกาสที่คาใชจายทุนการศึกษารวมมีคามากกวา 5.160 ลาน
บาท แตไมเกิน 6.141 ลานบาทคือ 95% สังเกตวาในตัวอยางนี้และโดยทั่วไป ชวงเปอรเซ็นไทล (สมการ
ที่ 3.12) กวางกวาชวงความเชื่อมั่น (สมการที่ 3.8) มาก เพราะชวงเปอรเซ็นไทลกลาวถึงคาที่เปนไปได
ของตัวแปรสุมซึ่งเปนคาที่ยังไมเกิดขี้น แตชวงความเชื่อมั่นกลาวถึงคาที่เปนไปไดของคาเฉลี่ยซึ่งเปนคา
คงที่ที่เราไมทราบคา

l

‚ ความนาจะเปนที่จะสูงหรือต่ำกวาเปาหมาย เมื่อคำนวณเปอรเซ็นไทล ผูใชกำหนดคาความนาจะเปน
ณ ขณะนี้ จะทำตรงกันขาม กลาวคือจะกำหนดคาที่เปนเปาหมาย แลวจึงคำนวณโอกาสที่คาดัชนีชี้วัด
จะมากหรือนอยกวาคานี้ ผูใชกำหนด c ที่เปนเปาหมาย สมมติให X เปนดัชนีชี้วัด ตองการคำนวณ pc

ที่ทำใหสมการที่ (3.13) ตอไปนี้เปนจริง

PrtX ď cu “ pc (3.13)

ความนาจะเปนนี้จะประมาณจากผลที่พ็อพทูลรายงานสำหรับทุกรอบทำซ้ำ เชน ในตารางที่ 3.7ข
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เอกซเซลมีฟงกชันสำหรับประมาณคา pc คือ

PrtX ď cu Ð PERCENTRANK(dataArray, c) (3.14)

ตัวอยางที่ 3.4. สำหรับผลในตารางที่ 3.7ข ผลจากการประมวลผลอยู ในอารเรย B2:B101 สมมติ
วาบริษัทมายามีงบประมาณสำหรับทุนนี้ 6 ลานบาท (รวมทั้ง 5 ป) ผูบริหารตองการทราบโอกาส
ที่ทุนการศึกษาที่จายจริงจะเกินงบประมาณ ดังนั้น c = 6 ลานบาทและเมื่อใชสูตรเอกซเซล PER-

CENTRANK(B2:B101, 6˚106) จะได 0.912 หมายความวาโอกาสที่จะเกินงบฯ คือ 1-0.912 หรือ 8.8%
l

‚ ฮีสโตแกรม เพื่อแสดงการกระจายตัวของผลเอาทพุทจากการประมวลผล อานเพิ่มเติมไดในหัวขอที่
2.5.2

ถึงแมจะเปนปญหาเดียวกันและผลการคำนวณจะไมแตกตางอยางมีนัยสำคัญ ผูพัฒนาแตละคนก็อาจจะ
ไดแบบจำลองที่แตกตางกันในรูปแบบหรือรายละเอียด เพราะการจำลองไมใชวิทยาศาสตรทั้งหมดแตเปนงาน
ศิลปะดวย

3.2.4 สิ่งที่ปรับแตงไดในแบบจำลองสเปรดชีต
เอกซเซลและพ็อพทูลเปดโอกาสใหผู ใชสามารถปรับรายละเอียดของแบบจำลองได เชน การนิยามชื่อให
ตัวแปรในเซลล หรือการใชพื้นสีสำหรับเซลลตางกัน

การนิยามตัวแปรในเซลล

เอกซเซลใหผู ใชตั้งชื่อเซลลหรือบล็อกของเซลล การนิยามเซลลดวยชื่อมีประโยชนตรงที่ทำใหแบบจำลอง
เขาใจงาย และสามารถหาตำแหนงของตัวแปรเหลานี้ไดสะดวก เชน หากนิยามเซลล F5 วา MaxDecrease และ
เรียกเซลล H5 วา MaxIncrease ในเซลล B11 จะเห็นเปนสูตร =B10*(1+dRandReal(-maxDecrease,maxIncrease))

ซึ่งชวยใหเขาใจงาย และหากวาตองการหาตำแหนงตัวแปรที่ชื่อ maxDecrease ก็สามารถเลือกไดจากเมนูดึง
ลง (Pull-down menu) ดานบนซายมือ

ผูใชสามารถนิยามชื่อตัวแปรในเอกซเซลได 2 วิธี ดังนี้
1. คลิกเลือกเซลลหรืออารเรยของเซลลที่ตองการนิยาม พิมพชื่อตัวแปรใน Name box แลวกด Enter

2. เลือก Formula ą Define names แลวไดอะล็อกบ็อกซจะปรากฏ ใหใสชื่อที่ตองการในกลอง Name:

หากฟงกชัน RVG ปรากฏเดี่ยว ๆ ในเซลล ไมฝงตัวอยูในสูตรคณิตศาสตรอื่น ก็สามารถใชไดอะล็อกบ็อกซ
เพื่อนิยามตัวสรางตัวแปรสุมได
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การนิยามฟงกชัน RVG ดวยไดอะล็อกบ็อกซ

บางครั้งผูใชอาจจำชื่อคำสั่งหรือวิธีการระบุพารามิเตอรไมได ฟงกชัน RVG สามารถนิยามดวยไดอะล็อกบ็อกซ
โดยเลือก Add-Ins ą PopTools ą Random variable และจะไดไดอะล็อกบ็อกซดังแสดงในรูปที่ 3.2 Out-

put cell คือเซลลที่เราเลือกที่จะวางตัวแปรสุม อาจเปนเซลลเดียวหรือเปนบล็อกของเซลลที่ติดกัน เมื่อเลือก
การแจกแจงความนาจะเปนจากเมนูดึงลงทางซาย กลองใสพารามิเตอรที่เกี่ยวของจึงปรากฏดานขวาซึ่งอาจ
เปนคาตัวเลขหรือตำแหนงเซลลที่บรรจุคา เมื่อใสคาพารามิเตอรแลว จึงกด Go

รูปที่ 3.2: ไดอะล็อกบ็อกซของพ็อพทูลเพื่อกำหนดการแจกแจงสำหรับตัวแปรสุม

หัวขอที่ 3.2 ไดนำเสนอการปรับปรุงการวิเคราะหในเอกซเซลโดยเพิ่มขอมูลความไมแนนอนของตัวแปรนำ
เขา เพื่อใหไดกลุมตัวอยางของเอาทพุทซึ่งสามารถนำไปวิเคราะหความเสี่ยงได สวนที่เหลือของบทนี้จะกลาว
ถึงแบบจำลองสเปรดชีตสำหรับโจทยอื่น ๆ เพื่อใหผูอานเรียนรูผานตัวอยางและไดเห็นความหลากหลายของ
แบบจำลองที่สามารถสรางบนสเปรดชีตได ตัวอยางในหัวขอที่ 3.3-3.5 ตอไปนี้มีลักษณะรวมกันคือมีตัวแปร
ตัดสินใจ (Decision variable) ซึ่งผูวิเคราะหตองกำหนดกอนที่จะประมวลผลแบบจำลอง เชน จุดสั่งซื้อและ
ยอดสั่งซื้อ (หัวขอที่ 3.4) และมีเอาทพุทเปนคาดัชนีชี้วัดที่ตองการใหเปนคาที่มากที่สุดหรือนอยที่สุด เชน
ตองการใหระดับสินคาคงคลังเฉลี่ยนอยที่สุดที่ยังไดระดับการบริการที่เหมาะสม (หัวขอที่ 3.4)
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3.3 ปญหาเด็กสงหนังสือพิมพ
ปญหาเด็กสงหนังสือพิมพ (Newsboy problem หรือ Newsvendor problem) เปนกลุมของปญหาดาน
การวิจัยดำเนินงานที่มีลักษณะเฉพาะ (อานรายละเอียดเพิ่มเติมใน Kalvelagen 2003) ปญหาดั้งเดิมคือตอน
เชามืดหรือกอนเปดราน เด็กสงหนังสือพิมพจะตัดสินใจวาจะซื้อหนังสือพิมพกี่ฉบับสำหรับขายในวันนั้น หาก
ซื้อมากเกินไปก็จะเหลือซึ่งขายคืนเปนเศษกระดาษไดในราคาที่ต่ำกวาราคาทุนมาก ในทางตรงกันขามหากซื้อ
มานอยเกินไปก็จะไมพอขายและเสียโอกาสในการทำรายได หนังสือพิมพมีอุปสงคที่ไมแนนอนจึงถือวาเปนคา
สุม การเสียโอกาสทำรายไดและขาดทุนจากการซื้อมากเกินไปนี้ถวงดุลกัน วัตถุประสงคของปญหาคือกำหนด
ยอดสั่งซื้อหนังสือพิมพที่ทำใหผลกำไร (รายรับ - รายจาย) เฉลี่ยสูงที่สุด ปญหานี้สามารถประยุกตใชกับสินคา
หรือผลิตภัณฑที่มีอายุขัย เชน ผลิตภัณฑทางการเกษตร อาหาร นิตยสาร ปฏิทินประจำป เสื้อผาแฟชั่น หรือ
แมกระทั่งตั๋วเครื่องบิน ดังแสดงดวยตัวอยางตอไปนี้

ตัวอยางระบบจองตั๋วเครื่องบิน
ตัวอยางนี้ดัดแปลงจาก Pietmont Commuter Airlines ใน Ragsdale (2008) Thai Commuter Airlines
(TCA) เปนสายการบินขนาดเล็กที่ใหบริการระหวางชัยภูมิและอุบลราชธานี TCA มีเครื่องบินขนาดเล็กจำนวน
19 ที่นั่ง และมักจะมีที่นั่งวางหลายที่ ราคาตั๋ว 4,500 บาทตอที่นั่ง โอกาสที่ผูโดยสารแตละคนที่ซื้อตั๋วไปแลว
แตไมมาขึ้นเครื่องคือ 10% ถา TCA ขายตั๋วจำนวนมากกวาที่นั่งที่มีและมีผู โดยสารมาขึ้นเครื่องมากกวา
จำนวนที่นั่งบนเครื่องบิน สายการบินจะตองออกตั๋วชดเชยใหกับลูกคาหรือหาที่พักให ซึ่งมีคาใชจาย 9,750
บาทตอใบ อุปสงคของลูกคาในแตละเที่ยวบินไมแนนอน ขอมูลที่เก็บในอดีตแสดงวามีการแจกแจงดังแสดงใน
ตารางที่ 3.8 ผูบริหาร TCA ตองการทราบวาควรจะเปดขายตั๋วกี่ใบตอหนึ่งเที่ยวบิน เพื่อใหผลกำไรสุทธิเฉลี่ย
สูงที่สุด

ตารางที่ 3.8: การแจกแจงของอุปสงคของจำนวนที่นั่งสำหรับตัวอยางการจัดการระบบจองตั๋วเครื่องบิน

อุปสงค 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
Probability 0.03 0.05 0.07 0.09 0.11 0.15 0.18 0.14 0.08 0.05 0.03 0.02

ตัวอยางนี้มีปจจัยสองดานถวงดุลกันอยู เนื่องจากมีผู โดยสารที่อาจตกเครื่อง TCA จึงควรเปดขายตั๋ว
มากกวาจำนวนที่นั่งที่มีเพื่อเพิ่มผลกำไร แตหากขายตั๋วมากเกินไป จะตองชดเชยใหลูกคาดวยคาใชจายตอ
คนที่มากกวาราคาตั๋วที่ขายได นอกจากนี้ยังมีคาเสียความรูสึกของลูกคาที่วัดเปนตัวเงินไมไดอีก ตารางที่
3.9 แสดงแบบจำลองสถานการณสำหรับปญหานี้และตารางที่ 3.10 แสดงสูตรพ็อพทูลหรือสูตรเอกซเซลที่ใช
สังเกตวาในเซลล B4 ถึง B7 เปนพารามิเตอรนำเขา แตเซลล B8 เปนตัวแปรตัดสินใจที่ผูวิเคราะหเปนผูกำหนด
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เนื่องจากจำนวนที่นั่งบนเครื่องบินมี 19 ที่นั่งและมีผูโดยสารบางคนตกเครื่อง จำนวนตั๋วที่เปดใหจองจึงควร
มากกวา 19 ใบ เซลล B10 สุมจากการแจกแจงความนาจะเปนที่ระบุในตารางในเซลล D5:E16 จำนวนตั๋วที่ได
ขาย (เซลล B11) ขึ้นอยูกับอุปสงคของลูกคาและโควตาที่เปดใหซื้อ

แบบจำลองนี้ใชสูตรเอกซเซล =MIN(a,b) และ =MAX(a,b) ซึ่งใหผลเปนคาที่นอยกวาและคาที่มากกวา
ตามลำดับ โดยอาจเปรียบเทียบไดมากกวา 2 คาและใชจุลภาค (,) เพื่อแยกคาที่ระบุหรือแยกเซลล สามารถ
ระบุเปนอารเรย เชน =MAX(B1:B5, 0) ซึ่งจะใหคาที่มากกวาหรือเทากับ 0 ในอารเรย B1:B5

จำนวนผูโดยสารที่มาขึ้นเครื่อง (เซลล B12) เปนคาสุมแบบทวินามที่ขึ้นอยูกับจำนวนตั๋วที่ขายและความ
นาจะเปนที่ลูกคาแตละคนจะตกเครื่อง รายไดจากการขายตั๋ว (เซลล B14) แปรผันตรงกับราคาหนาตั๋วและ
จำนวนตั๋วที่ไดขาย; เมื่อหักจากคาใชจายของการเปลี่ยนเที่ยวบินใหลูกคาที่ไมไดขึ้นเครื่อง (เซลล B15, หากมี)
แลวก็จะไดกำไรสุทธิ (เซลล B16) ซึ่งเปนเอาทพุท อีกดัชนีชี้วัดหนึ่งที่นาสนใจคือโอกาสที่ไฟลทจะเต็มจนตอง
จัดใหลูกคาไปเที่ยวบินอื่น นิยามไวในเซลล B17 ซึ่งแสดงคา 1 หากไฟลทลน และ 0 หากไมลน

ตารางที่ 3.9: แบบจำลองตัวอยางจองตั๋วเครื่องบิน (หัวขอที่ 3.3)

A B C D E
1
2 Thai Commuter Airlines
3
4 จำนวนที่นั่งบนเครื่องบิน 19 Demand Probability
5 ราคาตั๋วตอที่นั่ง ฿4,500 14 0.03
6 ความนาจะเปนที่ลูกคาไมขึ้นเครื่อง 0.10 15 0.05
7 คาใชจายในการเปลี่ยนไฟลทลูกคา ฿9,750 16 0.07
8 จำนวนตั๋วที่ใหจอง 23 17 0.09
9 18 0.11
10 จำนวนที่นั่งที่ลูกคาตองการ 16 19 0.15
11 จำนวนตั๋วที่ไดขาย 16 20 0.18
12 จำนวนผูโดยสารที่ขึ้นเครื่อง 15 21 0.14
13 22 0.08
14 รายไดจากการขายตั๋ว ฿72,000 23 0.05
15 คาใชจายจากการเปลี่ยนไฟลทลูกคา ฿ - 24 0.03
16 กำไรสุทธิ ฿72,000 25 0.02
17 ถาไฟลทลนได 1 และ 0 ถาเปนอื่น 0.00
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ตารางที่ 3.10: สูตรเอกซเซลในแบบจำลองระบบจองตั่วเครื่องบิน (ตารางที่ 3.9)

ตำแหนงเซลล สูตรเอกซเซล
B10 =DiscreteDev(D5:D16,E5:E16)

B11 =MIN(B10,B8)

B12 =dBinomialDev(B11,1-B6)

B14 =B11*B5

B15 =MAX(B12-B4,0)*B7

B16 =B14-B15

B17 =IF(B15>0,1,0)

ตัวอยางนี้มี เอาทพุท 2 ตัวซึ่งตองวางไวทับซอนกัน (Stacked) ในเวิรคชีตเพื่อระบุในพ็อพทูลวาเปน
Dependent range คือ $B$16:$B$17 ตารางที่ 3.11ก แสดงคาสรุปผลการประมวลผล จะเห็นวามีสองแถว
แถวแรกเปนผลสำหรับเอาทพุทตัวบนสุดในอารเรยของ Dependent range ซึ่งก็คือคาเฉลี่ยผลกำไร และแถว
ที่สองเปนผลสำหรับเอาทพุทตัวที่สองซึ่งก็คือความนาจะเปนที่จะตองจัดลูกคาไปไฟลทอื่น มีคาประมาณ
17% สำหรับโควตาตั๋ว 23 ใบ สวนผลอยางละเอียดของแตละรอบการประมวลผลก็จะมี 2 คอลัมนเชนกัน ใน
รูปที่ 3.11ข คอลัมนแรกเปนหมายเลขรอบทำซ้ำ คอลัมนที่สองที่มีชื่อวา Var 1 เปนเอาทพุทตัวแรก (ผลกำไร)
และคอลัมนที่สามแสดงหัวดวย Var 2 เปนเอาทพุทตัวที่สอง (ผลลัพธของเหตุการณตองจัดลูกคาไปไฟลทอื่น)

ตารางที่ 3.11: ผลการประมวลผลตัวอยางระบบจองตั๋วเครื่องบิน (ตารางที่ 3.9)

(ก) คาสรุปทางสถิติ

Mean Variance Lower CL Upper CL
84225 82017045.5 63000 99000
0.17 0.14252525 0 1

(ข) ผลของแตละรอบทำซ้ำ

Replicate Var 1 Var 2
1 99000 0
2 94500 0
3 81000 0

ผูวิเคราะหสามารถกำหนดจำนวนตั๋วที่ทำใหผลกำไรเฉลี่ยสูงที่สุดได โดยทดลองประมวลผลแบบจำลองที่
หลาย ๆ คาตัวแปรตัดสินใจ ดังแสดงในรูปที่ 3.3 แถบเสนตั้งแสดงคาชวงความเชื่อมั่นที่นัยสำคัญ 95% ถึง
แมวาจำนวนตั๋ว 21 ใบจะทำใหเกิดผลกำไรเฉลี่ยสูงที่สุด แตชวงความเชื่อมั่นของผลกำไรที่ตัวแปรตัดสินใจอื่น
ก็ทับกับชวงความเชื่อมั่นที่จำนวนตั๋ว 21 ใบ จึงไมสามารถสรุปในทันทีวา 21 ใบดีที่สุด ตองเพิ่มจำนวนรอบ
ทำซ้ำและประมวลผลใหมจนกวาชวงความเชื่อมั่นจะแคบพอที่จะไมทับกัน หัวขอที่ 5.3.5 จะกลาวถึงวิธีการ
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คำนวณจำนวนรอบทำซ้ำที่เหมาะสมสำหรับการตัดสินใจ

รูปที่ 3.3: ผลกำไรเฉลี่ยที่โควตาการซื้อตั๋วตาง ๆ เมื่อประมวลผล 100 รอบ (แบบจำลองในหัวขอที่ 3.3)

3.4 ตัวอยางปญหาสินคาคงคลัง
ตัวอยางนี้ดัดแปลงจาก Ragsdale (2008) บริษัทไฮเทคคอมพิวเตอร (HTC) เปนผูคาปลีกอุปกรณคอมพิวเตอร
บางครั้งหนารานขาดสินคาที่กำลังอยูในชวงโปรโมชั่น เชน จอมอนิเตอรรุน S นโยบายสินคาคงคลังปจจุบัน
คือสั่งสินคารุนนี้ 50 ตัวเมื่อสต็อกที่รานอยูที่ระดับ 28 ตัวหรือต่ำกวา (จุดสั่งซื้อ = 28) จากการวิเคราะห
ประวัติการขายจอมอนิเตอรรุนนี้ ภายใน 6 เดือนที่ผานมา HTC มีขอมูลการแจกแจงของอุปสงคและเวลาใน
การสงมอบดังแสดงในตารางที่ 3.12

ตารางที่ 3.12: การแจกแจงความนาจะเปนสำหรับตัวอยางบริษัทไฮเทคคอมพิวเตอร (หัวขอที่ 3.4)

อุปสงคตอวัน 0 1 2 3 4 5 6
ความนาจะเปน 0.03 0.05 0.13 0.25 0.22 0.20 0.12

เวลาในการสงมอบ 1 2 3
ความนาจะเปน 0.20 0.50 0.30

สต็อกเริ่มตนมี 50 ชิ้น ผูจัดการเช็คสต็อกเมื่อปดรานตอนเย็นเพื่อตัดสินใจวาจะสั่งสินคาเพิ่มหรือไม หาก
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สั่งสินคาตอนเย็นวันที่ t และเวลาในการสงมอบ d วัน สินคาจะพรอมขายในตอนเชาวันที่ t ` d ` 1 ผูจัดการ
รานตองการกำหนดจุดสั่งซื้อและปริมาณสั่งซื้อที่ทำใหระดับการบริการไมต่ำกวา 98% และกอใหเกิดระดับ
สินคาคงคลังเฉลี่ยรายวันนอยที่สุด นิยามระดับการบริการดังนี้

ระดับการใหบริการ “
อุปสงคที่ไดตอบสนองลูกคา

อุปสงครวม (3.15)

อุปสงคที่ไดตอบสนองเกิดขึ้นเมื่อลูกคามาซื้อแลวหนารานแลวมีสินคาขายใหทันที หากมาแลวไมมีของ HTC
ไมจองสินคาใหลูกคา (No backorder)

แบบจำลองสถานการณ
ตารางที่ 3.13ก แสดงขอมูลและตารางที่ 3.13ข แสดงแบบจำลองบนสเปรดชีต การแยกขอมูลนำเขาให
อยูอีก เวิรคชีตหนึ่งชวยเนนวา เซลล ใดเปนพารามิเตอรนำเขา ทำใหงายในการเปลี่ยนคาพารามิเตอร เชน
เมื่อวิเคราะหความไว สังเกตวาการวางตำแหนงเซลลที่ดีจะไล เรียงจากแถวบนลงแถวลางและจากซายไป
ขวา เพราะเขากับธรรมชาติการอานภาษาไทยและภาษาอังกฤษ ไมควรวางสะเปะสะปะลงบนหนาเวิรคชีต
ตัวอยางในตารางที่ 3.13ข นี้ใชหนึ่งแถวสำหรับหนึ่งวัน แตละวันเกี่ยวเนื่องกันโดยสต็อกตอนสิ้นวันนี้จะเปน
สต็อกของตนวันของวันถัดไป อาจมีสินคาที่ไดสั่งไปแลวมาถึงตอนเชาพรอมขายในวันนั้น วันแรกพิเศษกวาวัน
อื่นเพราะตองนิยามเงื่อนไขเริ่มตน เชน คาของสต็อกเริ่มตนและไมมีสินคาที่กำลังเดินทางมาถึง จากนั้นสูตร
ของตัวแปรในระบบ (State variable) ของวันที่สองถูกคำนวณที่เกี่ยวเนื่องกับวันแรก วันที่ t สัมพันธกับวันที่
t ´ 1 เชน สต็อกตอนเปดรานและจำนวนสินคาที่เพิ่งมาสง อุปสงคของลูกคาในแตละวันถูกสุมอยางเปนอิสระ
ตอกัน เมื่อนิยามสูตรของวันที่สองเสร็จก็สามารถคัดลอกไปวางยังแถวอื่น ๆ ได หลังจากนิยามสูตรสำหรับทุก
วันแลวจึงคำนวณดัชนีชี้วัดของระบบ ระดับการใหบริการคำนวณเปนสัดสวนของอุปสงคที่ไดขายรวมทั้งเดือน
เมื่อเทียบกับอุปสงครวมที่เขามาดวยสมการที่ (3.15) ระดับสินคาคงคลังเฉลี่ยคำนวณจากสต็อกตอนสิ้นวัน
(คอลัมน F) หรือตอนตนวัน (คอลัมน B) ก็ได

ตารางที่ 3.14 แสดงสูตรเอกซเซลที่ใชในแบบจำลองในตารางที่ 3.13ข คอลัมน A แสดงลำดับที่ของวัน
สมมติวาประมวลผล 1 เดือน คอลัมน B แสดงสต็อกตอนเริ่มเปดรานซึ่งก็คือสต็อกตอนปดรานของวันกอน
หนา; คอลัมน C แสดงสินคาที่เพิ่งมาสงโดยตรวจสอบจากวันกอนหนาวามีสินคาที่สั่งไปแลวกำลังจะมาถึงหรือ
ไม หากลำดับที่ของวันนั้น ๆ ตรงกับวันที่สินคาจะมาถึงในคอลัมน J ก็แปลวามีของมาสงในวันนั้น; ฟงกชัน
countif(อารเรย, เงื่อนไข) นับจำนวนเซลลในอารเรยที่ทำใหเงื่อนไข (Condition) เปนจริง ซึ่งก็คือจำนวนคำ
สั่งซื้อ (Order) ที่สั่งไปแลวและกำหนดมาถึงวันนั้น ๆ คูณดวยขนาดของคำสั่งซื้อ; คอลัมน D แสดงอุปสงคราย
วันซึ่งสุมจากการแจกแจงแบบไมตอเนื่องที่โจทยใหมา; คอลัมน E คำนวณอุปสงคของลูกคาที่ HTC มีสินคา
ขายให สต็อกที่มีคือสต็อกที่เหลือจากวันกอนหนากับที่มาสงตอนเชา; เปรียบเทียบสต็อกที่มีกับอุปสงคของ
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ตารางที่ 3.13: แบบจำลองสินคาคงคลัง (หัวขอที่ 3.4)

(ก) พารามิเตอรนำเขาในหนาเวิรคชีต Data

A B C D E F
1
2 ไฮเทคคอมพิวเตอร
3
4 เวลาในการสงมอบ อุปสงค
5 จำนวนวัน ความนาจะเปน จำนวนหนวย ความนาจะเปน
6 3 0.20 0 0.01
7 4 0.60 1 0.02
8 5 0.20 2 0.04
9 รวม 1.00 3 0.06
10 4 0.09
11 5 0.14
12 6 0.18
13 7 0.22
14 8 0.16
15 9 0.06
16 10 0.02
17 รวม 1.00

(ข) แบบจำลอง
A B C D E F G H I J K L M

1 ไฮเทคคอมพิวเตอร
2
3 สต็อก จำนวนชิ้น อุปสงค อุปสงค สต็อก ตำแหนง สั่งหรือไม? เวลานำ วันที่สินคา
4 วันที่ ตอนตนวัน ที่รับใหม ที่เขามา ที่ไดขาย ตอนสิ้นวัน สต็อก (0=ไม,1=ใช) มาถึง ตัวแปรตัดสินใจ
5 1 50 0 6 6 44 44 0 0 0 จุดสั่งซื้อ 28
6 2 44 0 10 10 34 34 0 0 0 เพดานสั่งซื้อ 50
7 3 34 0 5 5 29 29 0 0 0
8 4 29 0 7 7 22 22 0 0 0 ดัชนีชี้วัด
9 5 22 0 9 9 13 13 1 4 10 ระดับการบริการ 98.84%
10 6 13 0 6 6 7 17 1 4 11 สตอกเฉลี่ย 30.03
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ลูกคา จึงใชฟงกชัน MIN(); คอลัมน F คำนวณสต็อกที่เหลือตอนปดราน ซึ่งก็คือสต็อกที่มีตอนเปดรานและของ
ใหมที่เพิ่งมาสง (ถามี) หักดวยของที่ขายไปในวันนั้น; สต็อกที่เหลือตอนปดรานแตกตางจากตำแหนงสต็อก
(Inventory position, IP) ซึ่งเปนผลบวกของสต็อกที่มีอยูที่รานและออรเดอรที่สั่งไปแลวและกำลังจะมาถึง;
HTC ใชตำแหนงสต็อก (คอลัมน G) สำหรับตัดสินใจวาควรจะสั่งสินคาเพิ่มหรือไมโดยเปรียบเทียบกับจุดสั่ง
ซื้อ (Reorder point, ROP) หากตำแหนงสต็อกมีคานอยกวาหรือเทากับจุดสั่งซื้อ (IP ď ROP) ก็จะสั่ง การ
ตรวจสอบใชฟงกชัน if(เงื่อนไข, ผลหากเงื่อนไขเปนจริง, ผลหากเงื่อนไขเปนเท็จ); โดยปริยายเอกซเซลและ
โปรแกรมคอมพิวเตอรถือวาจำนวนบวกเทียบเทาคาจริงทางตรรกะ (Logical true) และศูนยเปนคาเท็จทาง
ตรรกะ (Logical false); เวลานำของการสงมอบไมแนนอน (คอลัมน I); จากวันที่สั่งและเวลานำจะไดวันที่
สินคาไปถึงราน (คอลัมน J); เมื่อคัดลอกสูตรจนครบ 30 แถวสำหรับ 1 เดือนก็จะคำนวณดัชนีชี้วัด ระดับการ
ใหบริการ (เซลล M9) คำนวณจากผลรวมอุปสงคที่ไดขายหารดวยผลรวมของอุปสงคที่เขามา และระดับสินคา
คงคลัง (เซลล M10) เฉลี่ยทั้งเดือนจากอุปสงคตอนปดราน

ตารางที่ 3.14: สูตรเอกซเซลในแบบจำลองสินคาคงคลัง (หัวขอที่ 3.4)

ตำแหนงเซลล สูตรเอกซเซล คัดลอกไปยัง
วันแรก

D6 =DiscreteDev(Data!$E$7:$E$17,Data!$F$7:$F$17) D7:D35

E6 =MIN(B6+C6,D6) E7:E35

F6 =B6+C6-E6 F7:F35

G6 =F6

H6 =IF(G6 ă $M$5,1,0) H7:H35

I6 =IF(H6=0,0,DiscreteDev(Data!$B$7:$B$9,Data!$C$7:$C$9)) I7:I35

J6 =IF(H6=0,0,A6+I6+1) J7:J35

วันที่สองและวันถัดไป
B7 =F6 B8:B35

C7 =COUNTIF($J$6:J6,A7)*$M$6 C8:C35

G7 =G6-E7+IF(H6=1,$M$6,0) G8:G35

ดัชนีชี้วัด
M9 =SUM(E6:E35)/SUM(D6:D35)

M10 =AVERAGE(B6:B35)

ตารางที่ 3.15ก แสดงผลการประมวลผลที่ 100 รอบทำซ้ำ ตารางที่ 3.15ข แสดงผลอยางละเอียดบาง
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สวน สังเกตวานโยบายสินคาคงคลังที่ใชอยูยังไมสามารถใหระดับการบริการที่ตองการได คือทั้งชวงความเชื่อ
มั่นยังต่ำกวา 98% ผูวิเคราะหอาจพิจารณาเพิ่มจุดสั่งซื้อหรือเพิ่มปริมาณสั่งซื้อ เชนที่จุดสั่งซื้อ 34 ชิ้นและ
ปริมาณสั่งซื้อเทาเดิมจะไดคาเฉลี่ยระดับบริการเปน 99.3% ชวงความเชื่อมั่นที่ 95% เปน [94.4%, 100.0%]
ซึ่งครอบคลุมคาเปาหมายที่ตองการที่ 98% แตราคาที่ตองจายคือตองเก็บสต็อกมากขึ้น (ระดับสต็อกเฉลี่ย
สูงขึ้น) แบบจำลองสถานการณเอื้อใหผูใชลองทดสอบตัวแปรตัดสินใจหลาย ๆ ชุดวามีผลกระทบตอดัชนีชี้
วัดอยางไร นอกจากนี้แลวยังสามารถวิเคราะหผลกระทบดานอื่น ๆ ของตัวแปรนำเขาได เชน หากลดความ
แปรปรวนของเวลานำแลว จะทำใหคาดัชนีชี้วัดเปลี่ยนแปลงอยางไร ตรรกะชวยบอกวาถาลดความแปรปรวน
ของเวลานำในการสงมอบสินคา ระบบนาจะมีระดับการบริการสูงขึ้น แบบจำลองชวยตอบคำถามไดวาดี
ขึ้นเทาใด

ตารางที่ 3.15: ผลการประมวลผลสำหรับแบบจำลองสถานการณสินคาคงคลังเมื่อประมวลผล 100 รอบ
(ตารางที่ 3.13)

(ก) ผลสรุป

ดัชนีชี้วัด คาเฉลี่ย ชวงความเชื่อมั่นที่นัยสำคัญ 95%
ระดับการบริการ 95.9% [ 95.2%, 96.6% ]
สต็อกเฉลี่ย (ชิ้น) 25.72 [ 25.32, 26.12 ]

(ข) บางสวนของเอาทพุทที่ทุกรอบทำซ้ำ

A B C
Replicate Var 1 Var 2

1 1 28.03
2 1 26.17
... ... ...
99 1 31.40
100 1 29.77

3.5 ตัวอยางการเลือกโครงการเพื่อลงทุน
ตัวอยางนี้ดัดแปลงจาก Ragsdale (2008) บริษัทปญญาอินเวสเมนทมีเงินสด 2 ลานบาทสำหรับการลงทุน
ในงานวิจัยและพัฒนาใหม ๆ แตละโครงการมีเงินลงทุน ความนาจะเปนที่จะไดผลงานที่เปนประโยชนเชิง



58 การจำลองสถานการณดวยสเปรดชีต

พาณิชย และศักยภาพในการทำเงินที่แตกตางกัน หากโครงการใดไมมีผลงานที่ขายได ผูลงทุนก็จะสูญเงิน
ลงทุนทั้งหมด ถึงแมวาจะมีผลงานที่ขายได รายไดที่จะเกิดขึ้นก็ไมแนนอน แตสามารถประมาณขอบเขตลาง,
คาที่นาจะเปนไปไดมากที่สุด, และขอบเขตบน ตารางที่ 3.16 แสดงขอมูลนำเขา ผูลงทุนรายนี้ตองการทราบ
วาควรลงทุนในโครงการใดบางเพื่อใหคาคาดหมายของผลตอบแทนสู งที่สุด ในขณะเดียวกันเงินลงทุนรวม
ตองไมเกินเงินตนที่วางไว

ตารางที่ 3.16: ขอมูลนำเขาสำหรับตัวอยางการเลือกโครงการเพื่อลงทุน (หัวขอที่ 3.5)

คาใชจายเริ่มตน ความนาจะเปน ศักยภาพในการทำเงิน (1,000 บาท)
โครงการ (1,000 บาท) ที่จะสำเร็จ ขอบเขตลาง คาที่เปนไปไดมากที่สุด ขอบเขตบน

1 250 0.9 600 750 900
2 650 0.7 1,250 1,500 1,600
3 250 0.6 500 600 750
4 500 0.4 1,600 1,800 1,900
5 700 0.8 1,150 1,200 1,400
6 30 0.6 150 180 250
7 350 0.7 750 900 1,000
8 70 0.9 220 250 320

ตารางที่ 3.17 แสดงแบบจำลองและตารางที่ 3.18 แสดงสูตรเอกซเซล ใชหนึ่งแถวสำหรับหนึ่งโครงการ
คอลัมน F แสดงผลลัพธของการลงทุน หากไมเลือกลงทุนก็ไมสำเร็จ แตหากลงทุน ผลที่เกิดมีเพียงสองคา
คือ สำเร็จและไมสำเร็จ หรือการแจกแจงแบบเบอรนูลลี ซึ่งก็คือกรณีพิเศษของการแจกแจงแบบทวินามที่สุม
เพียง 1 ครั้ง; เมื่อการลงทุนสำเร็จ จำลองผลตอบแทนที่ไดดวยคาสุมที่มีการแจกแจงแบบสามเหลี่ยม เพราะ
มีขอมูลเพียงแคขอบเขตลาง, ขอบเขตบน, และคาที่เปนไปไดมากที่สุด; จุดเดนของตัวอยางนี้ก็คือการแสดง
ใหเห็นถึงวิธีการจำลองความสัมพันธที่เกี่ยวเนื่องกันเปนทอด ๆ เหตุการณหนึ่งจะเกิดขึ้นเมื่อเหตุการณกอน
หนาเปนจริง; คำนวณเงินลงทุนที่ใชดวยสูตร =SUMPRODUCT(D6:D13,C6:C13) ซึ่งคำนวณ ř13

i“6 DiCi หรือ
Dot product ของเวคเตอรนั่นเอง เนื่องจากตัวอยางนี้ยังไมใชเครื่องมือหาคาที่ดีที่สุด (Optimization tool)
ผูอานจึงตองลองเลือกชุดโครงการที่จะลงทุนเอง ใหตนทุนรวมไมเกิน 2 ลานบาท แลวจึงประมวลผลแบบ
จำลองเพื่อประมาณผลตอบแทนเฉลี่ยรวมที่ได สำหรับโครงงานที่เลือกในตารางที่ 3.17 ชวงความเชื่อมั่นของ
ผลตอบแทนเฉลี่ย ที่นัยสำคัญ 95% คือ [1.40, 2.94] ลานบาท และความนาจะเปนที่จะขาดทุน คือ [0%,
3%]

การลงทุนนั้นควรพิจารณาผลตอบแทนเฉลี่ยและความเสี่ยงดวย เพราะการลงทุนที่ใหผลตอบแทนสูงมัก
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จะมีความเสี่ยงสูง และการลงทุนที่ใหผลตอบแทนต่ำมักจะมีความเสี่ยงต่ำ เชน ฝากออมทรัพยกับธนาคารมี
ความเสี่ยงต่ำกวาการลงทุนในตลาดหุน แตก็ไดรับผลตอบแทนที่ต่ำกวา ในตัวอยางทายบทผูอานจะไดลอง
พิจารณาดัชนีชี้วัดทั้งสองดานนี้

ตารางที่ 3.17: แบบจำลองการเลือกโครงการในหัวขอที่ 3.5 (หนวยของเงิน: พันบาท)
A B C D E F G H I J K

1

2 ปญญาอินเวสเมนท
3
4 เลือกหรือไม? เงินลงทุน ความนาจะเปน สำเร็จหรือไม? คาที่ คาที่เปนไปได คาที่
5 โครงการ (1=ใช, 0=ไมใช) เบื้องตน ที่จะสำเร็จ (1=ใช, 0=ไมใช) นอยที่สุด มากที่สุด มากที่สุด ผลตอบแทน ผลกำไร
6 1 1 ฿250.00 90% 1 ฿600.00 ฿750.00 ฿900.00 ฿663.71 ฿413.71
7 2 1 ฿650.00 70% 0 ฿1,250.00 ฿1,500.00 ฿1,600.00 ฿- -฿650.00
8 3 1 ฿250.00 60% 0 ฿500.00 ฿600.00 ฿750.00 ฿- -฿250.00
9 4 1 ฿500.00 40% 1 ฿1,600.00 ฿1,800.00 ฿1,900.00 ฿1,784.75 ฿1,284.75
10 5 0 ฿700.00 80% 0 ฿1,150.00 ฿1,200.00 ฿1,400.00 ฿- ฿-
11 6 0 ฿30.00 60% 0 ฿150.00 ฿180.00 ฿250.00 ฿- ฿-
12 7 1 ฿350.00 70% 0 ฿750.00 ฿900.00 ฿1,000.00 ฿- -฿350.00
13 8 0 ฿70.00 90% 0 ฿220.00 ฿250.00 ฿320.00 ฿- ฿-
14 เงินที่ใชไป ฿2,000.00 ผลกำไรสุทธิ ฿448
15 เงินที่มี ฿2,000.00 ขาดทุนหรือไม? 0
16 คงเหลือ ฿-

ตารางที่ 3.18: สูตรเอกซเซลในแบบจำลองการเลือกโครงการ (ตารางที่ 3.17)

ตำแหนงเซลล สูตรเอกซเซล คัดลอกไปยัง
F6 =IF(C6=1,dBinomialDev(1,E6),0) F7:F13

J6 =IF(F6=1,dTRand(G6,H6,I6),0) J7:J13

K6 =J6-C6*D6 K7:K13

D14 =SUMPRODUCT(D6:D13,C6:C13)

D16 =D15-D14

K14 =SUM(K6:K13)

K15 =IF(K14<0,1,0)

3.6 บทสงทาย
บทนี้ไดนำเสนอแบบจำลองขนาดเล็กบนสเปรดชีตเพื่อชวยใหผูอานเขาใจแนวคิดของการดัดแปลงแบบจำลอง
สเปรดชีตที่อาจมีอยูแลว ใหสามารถรองรับความไมแนนอนของตัวแปรนำเขา ความไมแนนอนนี้สงผลตอ
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ความแปรปรวนของเอาทพุท การจำลองสถานการณชวยใหแบบจำลองมีประโยชนมากกวาเดิม โดยเฉพาะใน
แงการวิเคราะหความเสี่ยง การจำลองบนสเปรดชีตชวยใหผูอานเขาใจการจำลองสถานการณแบบเหตุการณ
ไมตอเนื่องที่จะนำเสนอตอไปไดงายขึ้น เพราะการจำลองบนสเปรดชีตแสดงความสัมพันธระหวางตัวแปรให
ผูใชเห็นชัดกวา หากผูอานสนใจที่จะเรียนรูการจำลองสถานการณบนสเปรดชีตเพิ่มเติม สามารถอานไดจาก
Winston (2000) และ Seila et al. (2003) นอกจากนี้ยังมีหนังสือที่กลาวถึงการประยุกตใชการวิจัยดำเนิน
งาน โดยเนนที่การสรางแบบจำลองบนสเปรดชีต เชน Albright et al. (2009), Ragsdale (2008), Barlow
(2005), และ Powell and Baker (2009) ซึ่งลวนมีบทเกี่ยวกับการจำลองสถานการณ

แบบฝกหัด
3.1. พิจารณาระบบสินคาคงคลังที่ใชนโยบาย ps, Sq รานคาขายเกาอี้ในราคาตัวละ 400 บาท นโยบายสินคา

คงคลังคือใหเก็บสต็อคไวอยางนอย 6 ตัวตอนเปดราน ถาสต็อกเหลือนอยกวา 6 ตัวตอนปดราน ก็จะ
สั่งสินคาเพิ่มเพื่อใหมีสต็อก 12 ตัว สินคามาถึงตอนเปดรานในตอนเชาวันมะรืน (วันที่ถัดจากวันถัดไป)
เชน ถาสั่งตอนเย็นวันจันทร จะไดของตอนเชาวันพุธ ทางรานมีคำสั่งซื้อที่กำลังมาสงไมเกิน 1 คำสั่ง คำ
สั่งซื้อหนึ่งมีตนทุนการสั่งสินคา 50 บาท ตนทุนตอชิ้น 100 บาท ตนทุนการถือครองอีก 20 บาทตอชิ้น
สำหรับเก็บสินคาขามคืน และคาเสียโอกาสอีก 60 บาทตอชิ้นหากลูกคามาซื้อแลวไมมีของ ลูกคาก็จะ
ไปซื้อที่อื่นแทน (No backlogs)
สมมติวาตอนเชาวันจันทร รานเปดพรอมเกาอื้ 12 ตัวและในสัปดาหนี้ (เปดแควันจันทรถึงศุกร) มี
อุปสงคของลูกคา (ทางรานไมทราบอุปสงคเหลานี้) ดังนี้

D1 “ 10; D2 “ 2; D3 “ 14; D4 “ 6; D5 “ 7

ใหพัฒนาแบบจำลองระบบนี้บนกระดาษหรือซอฟตแวรดวยเอ็กซเซล (ยังไมใชพ็อพทูล) เพื่อตอบคำถาม
ตอไปนี้

(i) มีเกาอี้กี่ตัวที่เหลือตอนเย็นวันพฤหัสบดี (วันที่ 4)
(ii) มีกี่วันใน 5 วันที่มีเหตุการณสินคาหมดสต็อก
(iii) รานคามีผลกำไรเทาใดใน 1 สัปดาห (รวมถึงตนทุนของคำสั่งซื้อที่อาจจะมีตอนเย็นวันศุกร)

3.2. คาใชจายในการผลิตนิตยสารรายเดือนไทยแลนดซิม คือ 45 บาทตอเลม ราคาขายคือ 60 บาท อุปสงค
ของนิตยสารในแตละเดือนเปนดังนี้

จำนวนนิตยสารที่ขายได 500 600 700 800 900 1000
ความนาจะเปน 0.1 0.15 0.2 0.25 0.2 0.1
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นิตยสารที่ขายไมไดมีมูลคา 25 บาท สำนักพิมพควรพิมพนิตยสารไทยแลนดซิมกี่เลม (ในหนวย 100
เลม) เพื่อทำใหผลกำไรสุทธิสูงสุด ใหใชจำนวนรอบทำซ้ำเพียงพอที่จะเลือกตัวเลือกที่ดีที่สุดอยางมีนัย
สำคัญได ใหสรางกราฟคลายรูปที่ 3.3 โดยที่แกนนอนเปนยอดพิมพและแกนตั้งเปนผลกำไรเฉลี่ย

3.3. บริษัทสุคะโตตองการใหมีระดับการใหบริการสูงอยางนอย 98% สำหรับสินคา ก. นั่นคือตองกำหนด
นโยบายสินคาคงคลังใหมีสต็อกที่หนารานเพียงพอที่จะรองรับอุปสงคและเวลาในการสงมอบที่ไมแนนอน
นโยบายปจจุบันที่ใช คือ สั่งสินคา ก. 30 ชิ้นเมื่อสต็อกที่หนางานอยูที่ระดับ 15 ชิ้นหรือต่ำกวา (จุด
สั่งซื้อ = 15) จากที่ศึกษาประวัติการขายสินคา ก. ภายใน 6 เดือนที่ผานมา บริษัทสุคะโตมีขอมูลการ
แจกแจงของอุปสงคและเวลาในการสงมอบดังนี้

อุปสงคของสินคา ก. ตอวัน 0 1 2 3 4 5 6
ความนาจะเปน 0.03 0.05 0.13 0.25 0.22 0.20 0.12

เวลาในการสงมอบ 1 2 3
ความนาจะเปน 0.20 0.50 0.30

สมมติใหสต็อกเริ่มตนที่ 30 ชิ้น ผูจัดการเช็คสต็อกเมื่อปดรานตอนเย็นเพื่อตัดสินใจวาจะสั่งสินคาเพิ่ม
หรือไม หากสั่งสินคาตอนเย็นวันที่ t และเวลาในการสงมอบ d วัน สินคาจะพรอมขายในตอนตนวันที่
t ` d ` 1 ภายใตนโยบายสินคาคงคลังปจจุบัน ใหรายงานชวงความเชื่อมั่นของดัชนีชี้วัดตอไปนี้ ที่นัย
สำคัญ 95%

(i) ระดับการใหบริการ (ดูนิยามที่สมการที่ 3.15)
(ii) ระดับสต็อกรายวันเฉลี่ย

ผูจัดการตองการทราบวามีนโยบายสินคาคงคลัง (จุดสั่งซื้อและปริมาณสั่งซื้อ) อื่นที่ยังรักษาระดับการ
ใหบริการใหไมต่ำกวา 98% โดยที่สามารถลดระดับสต็อกเฉลี่ยลงไดหรือไม (ใหใชจำนวนรอบทำซ้ำ 500
รอบ)

3.4. นราธิปเพิ่งสำเร็จการศึกษา พอจึงใหเงินลงทุน 100,000 บาท เขาเลือกลงทุนในหุน 4 ตัว: บริษัท A,
B, C และ D ตารางขางลางนี้แสดงผลตอบแทนของหุนและสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของผลตอบแทน
(เพื่อใหการวิเคราะหนี้ไมซับซอนจนเกินไป สมมติใหผลตอบแทนเหลานี้ไมมีความสัมพันธกันและผล
ตอบแทนมีการแจกแจงแบบปกติ) นราธิปตองการทราบวาเขาควรจะกระจายเงินลงทุนอยางไรเพื่อให
ผลตอบแทนเฉลี่ยสูงที่สุด แตในขณะเดียวกันก็รักษาระดับความเสี่ยงใหอยูในขอบเขตที่รับได (ไมเกิน
13%)
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หุน สัดสวนการลงทุน คาเฉลี่ยผลตอบแทน สวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน
A x1 40% 28%
B x2 16% 22%
C x3 20% 24%
D x4 30% 18%

สังเกตวา ř4
i“1 xi “ 1 และ 0 ď xi ď 1 ดังนั้นตัวแปรตัดสินใจจริง ๆ คือ x1, x2 และ x3 เอาทพุทซึ่ง

เปนดัชนีชี้วัดคือ

ผลตอบแทนรวม (หนวยเปน %) “ 0.4x1 ` 0.16x2 ` 0.2x3 ` 0.3x4

ใหประมาณระดับความเสี่ยงของพอรตโฟลิโอการลงทุนนี้จากสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของผลตอบแทน
รวม ใหทดลองใช x1, x2 และ x3 2-3 ชุด สำหรับแตละชุด รายงาน

(i) คาเฉลี่ยผลตอบแทนรวมและชวงความเชื่อมั่นที่นัยสำคัญ 95%
(ii) ระดับความเสี่ยงซึ่งคือสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของผลตอบแทน
(iii) ความนาจะเปนที่ผลตอบแทนรวมจะมีคาอยางนอย 20%

3.5. บริษัทยาแหงหนึ่งวางแผนที่จะลงทุนในยาตัวใหม คาใชจายในการวิจัยมีการแจกแจงแบบสม่ำเสมอ
ระหวาง 90 ลานบาท ถึง 150 ลานบาท มีความนาจะเปน 40% ที่ยาจะไมไดผลในการรักษา หากไม
ไดผลก็จะไมมีการขายเกิดขึ้น จำนวนคนไขในประเทศทั้งหมดประมาณ 400,000 คน ถายานี้ใชไดผล
บริษัทนี้คาดวาสวนแบงทางการตลาดมีการแจกแจงแบบสามเหลี่ยมที่มีขอบเขตลางคือ 5%, คาที่นาจะ
เปนไปไดมากที่สุด 20% และขอบเขตบนคือ 30% สำหรับลูกคาแตละคนที่จะใชยาใหมนี้บริษัทคาดวา
จะเกิดยอดขาย 3,000 บาทในปแรก บริษัทตองการทราบการแจกแจงของผลกำไรที่สามารถคาดหวังได
จากการลงทุนนี้

(i) ใหรายงานชวงความเชื่อมั่นของผลกำไรที่นัยสำคัญ 95%
(ii) ใหแสดงฮีสโตแกรมของผลกำไร
(iii) ใหรายงานความนาจะเปนที่ผลกำไรจะเกิน 24 ลานบาท (ดูคำแนะนำในแบบฝกหัดขอ 3.4.)
(iv) ใหกำหนดคาเปอรเซ็นไทลที่ 80% ของผลกำไร

3.6. บริษัทตีโลปะใหสวัสดิการดานประกันสุขภาพตอพนักงาน 3 คน พนักงานแตละคนมีโอกาสที่จะใชสิทธิ
ประมาณ 90% ถาพนักงานใชสิทธิประกันในปนั้น คาใชจายมีคาประมาณ 3,000 บาทตอคนดวยความ
นาจะเปน 0.9 และ 300,000 บาทตอคนดวยความนาจะเปน 0.1 บริษัทตีโลปะซื้อประกันฯ แบบที่
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บริษัทประกันจะจายคาใชจายดานสุขภาพทั้งหมด แตตีโลปะจะตองจาย 150,000 บาทแรก ตีโลปะ
สนใจในคาใชจายรวมที่ตองจายเองใน 1 ป ใหใชพ็อพทูลเพื่อจำลองสถานการณนี้ โดยใช 100 รอบทำ
ซ้ำ และรายงานชวงความเชื่อมั่นของคาใชจายที่ตีโลปะตองจายเองใน 1 ป ที่นัยสำคัญ 95%

3.7. บริษัทผูผลิตเครื่องหนังแหงหนึ่งมีทีมซอมบำรุง ผูบริหารตองการใชการจำลองสถานการณเพื่อกำหนด
จำนวนคนที่ เหมาะสมสำหรับทีมนี้ จำนวนคนที่พิจารณาคือ 2, 3 หรือ 4 คน เวลาที่ ใชในการซอม
เครื่องจักรมีการแจกแจงแบบสม่ำเสมอที่มีคาต่ำสุด 0 ถึงสองเทาของคาเฉลี่ย ซึ่งคาเฉลี่ยนี้ขึ้นอยูกับ
จำนวนชางในทีม ดังนี้

จำนวนชางในทีม เวลาซอมเฉลี่ย (ชั่วโมง)
2 4
3 3
4 2

เวลาระหวางการเสียของเครื่องจักร (Time to failure) มีการแจกแจงแบบเอ็กซโพเนนเชียลที่มีคาเฉลี่ย
5 ชั่วโมง เมื่อเครื่องจักรเสียและตองการการซอม (สมมติวามีจำนวนเครื่องจักรจำนวนมาก) ผูบริหารตั้ง
เปาใหเวลารอเพื่อซอมไมเกิน 3 ชั่วโมง ผูบริหารไมตองการใหจำนวนชางในทีมมีมากเกินไป ใหสมมติวา
ชางทุกคนในทีมทำงานรวมกันเพื่อซอมเครื่องจักรทีละเครื่อง
ใหใชพ็อพทูลเพื่อจำลองระบบนี้ใหพิจารณาการเสียของเครื่องจักร 1000 ครั้ง เพื่อเลือกจำนวนชางใน
ทีมที่เหมาะสมใหไดตามเปาหมายของผูบริหาร โดยพิจาณาคาเฉลี่ยเวลารอซอมและความนาจะเปนที่
เวลารอซอมมากกวา 3 ชั่วโมง
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แบบจำลองตัวแปรนำเขา (Input model) เปนตัวแทนความไมแนนอนในการจำลองสถานการณเชิงสุม
ดังนั้นคุณสมบัติพื้นฐานที่แบบจำลองตัวแปรนำเขาจำเปนตองมี มีดังนี้

‚ สามารถเปนตัวแทนความจริงทางกายภาพ เชน การชักตัวอยางเพื่อตรวจรับสินคา (Acceptance sam-
pling) หรืออายุขัย (Lifetime) ของอะไหล

‚ สามารถปรับใหเขากับสถานการณจริงไดงาย เชน หลังจากปรับปรุงกระบวนการแลว คาเฉลี่ยเวลาใน
การบริการเทาเดิม แตความแปรปรวนของเวลาลดลง หากจำลองเวลาการใหบริการดวยการแจกแจง
ความนาจะเปนแบบปกติ ผูวิเคราะหสามารถปรับคาสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานไดโดยงาย

‚ สามารถสรางตัวเลขสุมดวยวิธีทางคณิตศาสตรได
ถึงแมวาจุดประสงคของบทนี้ เพื่อเลือกการแจกแจงความนาจะเปนที่สอดคลองกับขอมูล แตผูอานควร

ระลึกไววาการแจกแจงความนาจะเปนเปนเพียงการจำลองความจริง ไมมีการแจกแจงที่แทจริงที่รอใหคนพบ
แบบจำลองที่ดีมีหนาที่เพียงใหผลการคำนวณที่เปนประโยชนสำหรับการตัดสินใจ

บทนี้อธิบายการคัดสรรการแจกแจงความนาจะเปนใหสอดคลองกับสถานการณที่ตองการจำลอง และให
เขากับขอมูลจริงที่เก็บมาได (ถามี) แบงเปนสองกรณี คือ มีระบบที่สนใจอยูแลวจริง นั่นคือมีขอมูลจริง และ
กรณีที่ยังไมมีระบบที่สนใจยังอยูจริง เชน การศึกษาความเปนไปได (Feasibility study) ซึ่งหมายความวา
ตองกำหนดตัวแปรนำเขาดวยวิธีอื่น เนื้อหาในบทนี้สมมติวาขอมูลในชุดเปนอิสระตอกันและเปนอิสระตอ
ขอมูลชุดอื่น ๆ (อานหัวขอ 2.2.1 สำหรับคำอธิบายเพิ่มเติม) หากขอมูลมีความสัมพันธในตัวเอง (Autocor-
relation) ควรใชแบบจำลองอื่นนอกเหนือจากการแจกแจงความนาจะเปน เชน อนุกรมเวลา (อานเพิ่มเติม
ใน Banks et al. 2005, Law 2006) หากขอมูลชุดหนึ่งมีความเกี่ยวของกับอีกขอมูลอีกชุดหนึ่ง อาจตอง
กำหนดระดับความสัมพันธดวยคาสหสัมพันธ (สมการที่ 2.15) ซอฟตแวรสำเร็จรูปบางชนิดสามารถจำลอง
ขอมูลลักษณะนี้ได เชน @Risk เปนตน

4.1 การเก็บขอมูล
ในทางปฏิบัติ ขั้นตอนนี้อาจใชเวลามากกวาขั้นตอนอื่น ๆ ในการศึกษาดวยสาเหตุหลายประการ เชน อาจ
จะตองลงสนามไปเก็บขอมูล (Data) เองดวยนาิกาจับเวลาหรือการสัมภาษณ การไปขอความอนุเคราะหนี้
อาศัยความรวมมือของเจาหนาที่ที่หนางาน ผูวิเคราะหควรใชเวลาทำความคุนเคยกับพวกเขาและสื่อสารให
ชัดเจนวาการศึกษาที่กำลังทำนั้นมีวัตถุประสงคใด ถึงแมบางครั้งมีขอมูลจากเอกสารที่เก็บไว ขอมูลนั้นอาจยัง
ไมสามารถนำมาใชไดทันที ควรกลั่นกรองพิจารณาความสมจริงและคัดกรองขอมูลกอน เชน หากเปนระบบ
คนไขนอกของโรงพยาบาล ควรตรวจสอบวาเวลาที่คนไขเขามานั้นเปนเวลาที่คลินิกเปดหรือไม เวลาที่เริ่มตน
ในบันทึกเวลา (Time log) เปนเวลาที่ลูกคามาถึงระบบจริงหรือไม หรือมีขั้นตอนที่กระทำกอนหนานี้แตไม
ปรากฏในบันทึก ถึงแมขอมูลอยูในรูประเบียนอิเลกทรอนิกส (Electronic records) ก็อาจใชเวลาในการคน
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คืน (Retrieve) เพราะตองขออนุญาตและตองอาศัยบุคลากรที่รูวิธีทำ
กอนที่จะไปเก็บขอมูลจริง ควรสังเกตระบบเบื้องตน และควรรูพื้นฐานเกี่ยวกับระบบที่ศึกษา ในแงตอไปนี้

‚ ขั้นตอนการทำงาน อาจแสดงดวยแผนภาพการไหล (Flow diagram) ของระบบ

‚ สิ่งที่ไหลในระบบที่ตองการรับบริการ ซึ่งจะเรียกวา เอ็นทิตี้ (Entity) เชน คนไข, ชิ้นงาน, หรือลูกคา
เอ็นทิตี้มีอัตราการมาถึง (จำนวนตอหนึ่งหนวยเวลา) เปนเทาใด ดวยคาเฉลี่ยที่คอนขางคงที่ตลอดเวลาที่
ระบบทำการหรือไม ถาไม ควรสมมติวาอัตราคงที่ในแตละชั่วโมง แตละครึ่งชั่วโมง หรือแตละ 15 นาที

‚ ทรัพยากรที่ใหบริการเอ็นทิตี้มีอะไรบาง และมีจำนวนเทาใด มีตารางการทำงานอยางไร

‚ เวลาที่ระบบทำการ

วัตถุประสงคหลักของการเก็บขอมูลคือใหมีรายละเอียดมากพอที่จะเลียนแบบพฤติกรรมของระบบจริงได
(Halverson, 2011) เชน ในระบบแถวคอย (Queueing system) อยางงายที่มีผูใหบริการ (Server) 1 คน
และลูกคา 1 ชนิดที่มาถึงระบบดวยอัตราคงที่ (หัวขอ 1.4) ขอมูลที่ตองการคือ จำนวนลูกคามาถึงในแตละชวง
เวลาหรืออัตราการมาถึง (Arrival rate), เวลานาิกาที่ลูกคาเริ่มรับบริการและเวลานาิกาที่ลูกคาเสร็จสิ้น
การบริการ เพื่อคำนวณเวลาที่ใชบริการลูกคา 1 คน (ไมนับรวมเวลารอ)

เมื่อมีรายละเอียดเบื้องตนของระบบจริงแลว ประเด็นปลีกยอยอื่น ๆ ที่ควรพิจารณา เชน

‚ วันและเวลาที่จะเขาไปเก็บขอมูล ระบบใหบริการบางชนิด เชน เคานเตอรธนาคาร หรือระบบผูปวย
นอกของโรงพยาบาล มีลูกคาในวันจันทรมากกวาวันอื่น ๆ ในสัปดาห ดังนั้นจึงตองพิจารณาวาอัตราการ
มาถึงของเอ็นทิตี้นั้นขึ้นอยูกับวันของสัปดาห (จันทร, อังคาร, . . .) และเวลาของวัน (8.00, 9.00, . . .)
หรือไม ตัวแปรนำเขาอื่น ๆ ก็ตองพิจารณาในแงนี้เชนกัน

‚ หนวยของเวลาที่ใชในระหวางเก็บขอมูล เชน ชั่วโมงหรือนาที

‚ ตำแหนงของผูเก็บขอมูลสัมพัทธกับระบบ วาจะประกบเอ็นทิตี้ เชน คนไข แลวไหลผานระบบพรอม
กัน หรือจะประจำอยูที่แตละสถานีแลวจับเวลา ผูเก็บขอมูลอาจตองทำทั้งสองวิธีเพื่อวัตถุประสงคที่แตก
ตางกัน การพัฒนาแบบจำลองตองการขอมูลเพื่อกำหนดตัวแปรนำเขาและสำหรับการตรวจสอบความ
ถูกตองของแบบจำลอง

กอนไปเก็บขอมูลที่หนางาน ควรออกแบบฟอรมสำหรับเก็บขอมูล เชน สำหรับระบบแถวคอยอยางงายใน
หัวขอ 1.4 แบบฟอรมอาจเปนดังแสดงในตารางที่ 4.1 เมื่อไดขอมูลเวลาตามนาิกาที่เริ่มรับบริการและสิ้นสุด
การบริการแลว นำมาหักลบกันเพื่อใหไดเวลาในการบริการลูกคา 1 คน แตหากเอ็นทิตี้มาถึงระบบดวยความถี่
สูง อาจใชวิธีการแบงเวลาเปนชวง ชวงละ 15 นาที, 30 นาที, หรือ 1 ชั่วโมง แลวนับจำนวนที่เอ็นทิตี้มาถึงใน
ชวงเวลานั้น ๆ แทนการบันทึกเวลาที่มาถึง เชน ตารางที่ 4.2
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ตารางที่ 4.1: ตัวอยางแบบฟอรมสำหรับเก็บขอมูลระบบแถวคอยอยางงายในหัวขอ 1.4

ลูกคาคนที่ เวลาที่ลูกคามาถึงระบบ เวลาที่เริ่มรับบริการ เวลาที่สิ้นสุดการรับบริการ
(ตามนาิกา) (ตามนาิกา) (ตามนาิกา)

1 8.31 น. 8.31 น. 8.36 น.
2 8.32 น. 8.36 น. 8.45 น.
... ... ... ...

ตารางที่ 4.2: ตัวอยางแบบฟอรมสำหรับเก็บขอมูลอัตราการมาถึง

จำนวนที่มาถึง อัตราการมาถึงเฉลี่ย
ชวงเวลา วันที่ 1 วันที่ 2 … วันที่ n (ตอ 30 นาที)
8.00-8.30 21 34 . . . 25 (21+34 + . . . + 25)/n
8.30-9.00 a1 a2 . . . an pa1 ` a2 ` . . . ` anq{n

... ... ... ... ... ...

แนวทางทั่วไปในการเก็บขอมูล มีดังนี้ (Kelton et al., 2009)

‚ วิเคราะหขอมูลขณะที่เก็บ ตรวจสอบความสอดคลอง (Consistency) และความสมจริงของขอมูล เชน
เวลาที่ออกตองมีคามากกวาเวลาเขา เวลาที่ใชที่แตละสถานีมีคาสมเหตุสมผล ตรวจสอบวามีคานอยห
รือมากผิดปกติหรือไม

‚ พิจารณาวาสามารถรวมชุดขอมูลที่ใกลเคียงกันหรือไม เชน ชวงเวลาเดียวกันจากหลาย ๆ วัน ดังเชน
ในตารางที่ 4.2 หรือภายในวันเดียวกัน

‚ ระวังการเซ็นเซอรตัวเองของขอมูล (Data censoring) หมายถึง กรณีที่ไมสามารถเห็นขอมูลบางสวน
เพราะระยะเวลาที่สังเกตไมยาวพอ เชน หากเก็บขอมูลเปนเวลา 5 ป ก็จะไมเห็นการเสียของชิ้นงานที่
มีอายุมากกวา 5 ป

‚ ตรวจสอบความสัมพันธระหวางตัวแปรนำเขา เชน ที่เคานเตอรธนาคาร เวลาในการทำธุรกรรมแปรผัน
ตรงกับจำนวนธุรกรรม แนวโนมหรือความสัมพันธนี้อาจปรากฏชัดหากสรางแผนภาพกระจาย (Scatter
diagram) เชน ใหจำนวนธุรกรรมอยูบนแกนนอน และเวลาอยูบนเปนแกนตั้ง

‚ ตรวจสอบคาสหสัมพันธภายในตัวเอง เชน คำสั่งซื้อขายหุนมักจะเกิดขึ้นตาม ๆ กัน คือ เวลาที่เกิด
ขึ้นไมเปนอิสระตอกัน หากผูวิเคราะหสมมติวาเปนอิสระตอกัน ก็อาจทำใหผลการวิเคราะหคลาดเคลื่อน
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ไปมาก

‚ แยกแยะวาตัวแปรใดเปนตัวแปรนำเขา และตัวแปรใดเปนดัชนีชี้วัด เชน เวลาในการใหบริการที่
แตละสถานีในระบบเปนตัวแปรนำเขา แตเวลารอคอยในระบบและเวลารวมในระบบเปนเอาทพุทและ
ดัชนีชี้วัด บทนี้เนนพิจารณาตัวแปรนำเขา แตการศึกษาดวยการจำลองสถานการณตองใชเอาทพุทจาก
หนางานจริงดวยสำหรับตรวจสอบความถูกตองของแบบจำลอง (หัวขอที่ 9.3)

เมื่อไดขอมูลมาแลว ควรวิเคราะหทางสถิติเบื้องตน: ดวยแผนภาพ เชน ฮีสโตแกรม, กราฟอนุกรมเวลา;
หรือสรุปคาทางสถิติ เชน คำนวณคาเฉลี่ยและสวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน (รายละเอียดในหัวขอ 2.5)

4.2 การจำลองตัวแปรนำเขาเมื่อมีขอมูล
ขั้นตอนการเลือกการแจกแจงความนาจะเปนสำหรับขอมูลเชิงตัวเลข มีดังนี้

1. เลือกการแจกแจงความนาจะเปนหลาย ๆ ชนิดที่นาจะสอดคลองกับขอมูล โดยพิจารณาจากลักษณะ
ทางกายภาพของขบวนการสุมที่เก็บขอมูลมา (รายละเอียดในหัวขอ 4.2.1) และพิจารณาฮีสโตแกรม
ของขอมูล (หัวขอ 2.5.2) วามีลักษณะใกลเคียงกับกราฟความหนาแนนความนาจะเปน (PDF) ของการ
แจกแจงใด ฮีสโตแกรมเทียบเคียงไดกับกราฟ PDF จากกลุมตัวอยาง

2. ปรับการแจกแจงความนาจะเปนใหสอดคลองกับขอมูลที่มี (Distribution fitting) คือ การกำหนดคา
พารามิเตอรของการแจกแจงจากขอมูลจริง เชน การแจกแจงแบบปกติมีพารามิเตอร 2 ตัว คือ คาเฉลี่ย
µ และสวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน σ ซึ่งประมาณจากคาเฉลี่ยและสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานจากกลุมตัวอยาง:
สมการที่ (2.16) และ (2.17)

3. ตรวจสอบวาการแจกแจงที่เลือกสอดคลองกับขอมูลจริงหรือไม โดยการทดสอบสมมุติฐาน (หัวขอ
4.3.1) และพิจารณาเปรียบเทียบฮีสโตแกรมกับกราฟ PDF (หัวขอ 4.3.2)

4. ถาการแจกแจงที่เลือกไมสอดคลอง อาจเลือกการแจกแจงอื่นแลวทำซ้ำขอ 2-3 หรืออาจพิจารณาใช
ขอมูลจริงเพื่อสรางเลขสุมโดยตรงดวยการแจกแจงเชิงประสบการณหรือเรียกอีกชื่อหนึ่งวาการแจกแจง
ตามตัวอยาง (รายละเอียดในหัวขอ 4.2.16)

ผูวิเคราะหควรพิจารณาการแจกแจงความนาจะเปนที่อาจเหมาะสมกับขอมูลโดยพิจารณาพื้นฐานทาง
กายภาพของการแจกแจง
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4.2.1 พื้นฐานทางกายภาพของการแจกแจงความนาจะเปน
การแจกแจงความนาจะเปนที่มีพารามิเตอร (Parametric distribution) แตละชนิดไดรับการคิดคนเพื่อเปน
ตัวแทนของสถานการณทางกายภาพเฉพาะเจาะจงบางอยาง เชน การแจกแจงแบบปกติมีชื่อเชนนั้นเพราะ
เปนลักษณะที่พบไดทั่วไปเมื่อมีขอมูลจำนวนมาก เชน น้ำหนัก, สวนสูง, หรือระดับไอคิวของประชากร เกรด
เฉลี่ยของนักศึกษาทั้งชั้นปที่มีหลายรอยคน ดังนั้นถารูพื้นฐานทางกายภาพของการแจกแจงตาง ๆ ผูวิเคราะห
สามารถจับคูการแจกแจงความนาจะเปนใหตรงกับขอมูลที่ตองการจำลองได ในขั้นตอนการเลือกนี้ คำถาม
เบื้องตนที่ควรถาม คือ

‚ ผล (Outcome) ที่เปนไปไดมีอะไรบาง

‚ ผลเหลานี้มีลักษณะอยางไร เปนคาตอเนื่องหรือคาไมตอเนื่อง ชวงของผลหรือคาที่เปนไปไดจำกัดหรือ
ไมจำกัด

การตอบคำถามนี้ชวยลดทอนจำนวนตัวเลือกที่ตองพิจารณา ดังนี้

‚ คาไมตอเนื่องและอยูในชวงหรือพิสัย (Range) ที่จำกัด เชน จำนวนพนักงานที่ขาดงานจากทั้งหมด
120 คนใน 1 กะ, จำนวนชิ้นงานที่ไมผานการตรวจคุณภาพใน 1 ล็อตที่มีจำนวน 1,000 ชิ้น, จำนวน
ของรถบัสที่พรอมใชการไดในวันจันทร (ขอบเขตบนคือจำนวนรถบัสที่มี และขอบเขตลางคือศูนย)
การแจกแจงความนาจะเปนที่เขาขายนี้ เชน ทวินาม, สม่ำเสมอแบบไมตอเนื่อง, พหุนามหรือไมตอ
เนื่อง (Discrete), ไฮเปอรจีโอเมตริก (Hypergeometric)

‚ คาไมตอเนื่องและอยูในชวงหรือพิสัยที่ไมจำกัด (รวมถึงกรณีที่อาจมีขอบเขตใหญมากและไมทราบคา)
เชน อุปสงคของโทรศัพทมือถือรุนใหม, จำนวนอุบัติเหตุทางถนนทั่วประเทศที่เกิดขึ้นใน 1 ป, จำนวน
ชิ้นงานที่ผลิตไดจนกวาเครื่องจักรจะติดขัด
การแจกแจงความนาจะเปนที่เขาขายนี้ เชน เรขาคณิต, ปวซอง (Poisson)

‚ คาตอเนื่องและอยูในชวงหรือพิสัยที่จำกัด เชน เสนผานศูนยกลางของชิ้นงาน (ขนาดที่ผลิตไดถูกจำกัด
ดวยเงื่อนไขทางกายภาพ), ระยะเวลาทำงานที่เพิ่มมูลคาใน 1 วัน, การเปลี่ยนแปลงของอัตราดอกเบี้ย
เงินฝากในเดือนหนา
การแจกแจงความนาจะเปนที่เขาขายนี้ เชน เบตา (Beta), เพิรท (Pert), สามเหลี่ยม (Triangular),
สม่ำเสมอแบบตอเนื่อง

‚ คาตอเนื่อง มีขอบเขตลางที่ตรึงไวแตขอบเขตบนไมจำกัด เชน เวลาในการกอสรางอาคาร, เวลาที่
เครื่องจักรทำงานไดกอนที่จะเสีย, สังเกตวาขอมูลชวงเวลามีขอบเขตลางที่ชัดเจนคือศูนย เพราะระยะ
เวลาไมติดลบ
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การแจกแจงความนาจะเปนที่เขาขายนี้ เชน เอ็กซโพเนนเชียล (Exponential), แกมมา (Gamma),
และล็อกนอรมอล (Lognormal)

หัวขอยอยตอไปนี้จะอธิบายถึงการแจกแจงความนาจะเปนแตละแบบ (Banks et al., 2005) ใหสังเกตวา
คา PDF , fpxq, จะเปนบวกเฉพาะสำหรับคาในชวงที่เปนไปไดเทานั้น (x P ΦX ) สวนที่คาอื่น ๆ (x R ΦX )
fpxq “ 0

4.2.2 การแจกแจงแบบทวินาม
การแจกแจงแบบทวินาม (Binomial distribution) จำลองจำนวนความสำเร็จจากการสุม n ครั้ง เมื่อการ
สุมแตละครั้งเปนอิสระตอกันและมีความนาจะเปนของความสำเร็จในแตละครั้งเทากันคือ p ความสำเร็จคือ
เมื่อเหตุการณที่สนใจเกิดขึ้น ไมจำเปนตองเปนเรื่องดีเสมอไป เชน จำนวนชิ้นงานที่เสียใน 1 ล็อตที่มีชิ้นงาน
ทั้งหมด n ชิ้น; จำนวนผูโดยสารที่มาขึ้นเครื่องไมทันจากจำนวนตั๋วที่ขายไป n ใบใน 1 เที่ยวบินโดยสมมติวา
ผูโดยสารแตละคนมีความนาจะเปนที่จะตกเครื่องเทากันคือ p และสมมติวาเหตุการณที่ผูโดยสารแตละคน
จะตกเครื่องเปนอิสระตอกัน ซึ่งเห็นไดชัดวาเปนการประมาณความจริง เพราะผูโดยสารบางสวนเดินทางเปน
คูหรือเปนกลุม (แบบจำลองในตารางที่ 3.9 มี p “ 0.1 และ n คือ จำนวนผูโดยสารที่ซื้อตั๋วในเที่ยวบินนั้น);
จำนวนโครงการลงทุนที่ไมประสบความสำเร็จจากทั้งหมด n โครงการ; รูปที่ 4.1 แสดงฟงกชันมวลความนา
จะเปน (PMF) ที่ชุดคาพารามิเตอรตาง ๆ ตารางที่ 4.3 แสดงคุณสมบัติของการแจกแจง สัญลักษณ txu แสดง
คาที่ปดลงเปนจำนวนเต็มที่ใกลที่สุด เชน t3.55u “ 3 และสัญลักษณ rxs แสดงคาที่ปดขึ้นเปนจำนวนเต็มที่
ใกลที่สุด เชน t3.55u “ 4 นิยามจำนวนที่เกิดขึ้นไดทั้งหมด (Combination)

ˆ

n

x

˙

“
n!

x!pn ´ xq!

เมื่อสุมเพียง 1 ครั้ง (n “ 1) การแจกแจงนี้มีชื่อเฉพาะวา การแจกแจงแบบเบอรนูลลี (Bernoulli distribu-
tion)

4.2.3 การแจกแจงแบบทวินามลบ
การแจกแจงแบบทวินามลบ (Negative binomial distribution) หรือการแจกแจงแบบปาสคาล (Pascal
distribution) จำลองจำนวนครั้งที่สุมจนกวาจะไดจำนวนครั้งที่สำเร็จครบ r ครั้ง เมื่อการสุมแตละครั้งเปน
อิสระตอกันและมีความนาจะเปนของความสำเร็จเทากันคือ p เชนเดียวกับการแจกแจงแบบทวินาม ความ
สำเร็จคือเมื่อเหตุการณที่สนใจเกิดขึ้น เชน เมื่อมีชิ้นงานเสียเกิดขึ้น และตองการจำลองจำนวนชิ้นสวนที่ตรวจ
สอบจนกวาจะพบชิ้นเสีย 4 ชิ้น สามารถใชตัวแปรสุมแบบทวินามลบโดยที่ r “ 4 และ p คือความนาจะเปนที่
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รูปที่ 4.1: PMF ของการแจกแจงแบบทวินาม

ตารางที่ 4.3: คุณสมบัติของการแจกแจงแบบทวินาม

คาสถิติ ทวินาม ฟงกชันเอกซเซล
พารามิเตอร n จำนวนเต็มบวก และ 0 ď p ď 1

ชวงของคาที่เปนได t0, 1, 2, . . . , nu

(Support, Φ)
PMF ppxq

`

n
x

˘

pxp1 ´ pqn´x BINOMDIST(x, n, p FALSE)

CMF, F pxq
řtxu

i“0
`

n
i

˘

pip1 ´ pqn´i BINOMDIST(x, n, p TRUE)

คาเฉลี่ย np

ความแปรปรวน npp1 ´ pq
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จะสุมชิ้นงานแลวพบชิ้นเสีย รูปที่ 4.2 เปนกราฟของ PMF ตารางที่ 4.4 แสดงคุณสมบัติของการแจกแจง เมื่อ
สนใจจำนวนครั้งที่สำเร็จเพียง 1 ครั้ง (r “ 1) การแจกแจงที่ไดมีอีกชื่อเฉพาะวา การแจกแจงแบบเรขาคณิต
(Geometric distribution)

รูปที่ 4.2: PMF ของการแจกแจงแบบทวินามลบ

ตารางที่ 4.4: คุณสมบัติของการแจกแจงแบบทวินามลบ

คาสถิติ ทวินามลบ ฟงกชันเอกซเซล
พารามิเตอร r จำนวนเต็มบวก และ 0 ď p ď 1

ชวงของคาที่เปนได (Φ) tr, r ` 1, r ` 2, . . .u

PMF ppxq
`

x´1
r´1

˘

prp1 ´ pqx´r, NEGBINOMDIST(x ´ r, r, p FALSE)

CMF, F pxq
řtxu

i“0
`

x`r´1
x

˘

pxp1 ´ pqr NEGBINOMDIST(x ´ r, r, p TRUE)

คาเฉลี่ย r{p

ความแปรปรวน rp1 ´ pq{p2
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4.2.4 การแจกแจงแบบปวซอง
การแจกแจงแบบปวซอง (Poisson distribution) จำลองจำนวนครั้งที่เหตุการณที่สนใจเกิดขึ้นภายในระยะ
เวลา, ระยะทาง, ขนาดพื้นที่, หรือปริมาตรหนึ่ง ๆ ที่กำหนดคาเอาไวแนนอน เหตุการณนี้เปนอิสระตอกัน คือ
ไมมีอิทธิพลตอกันและเกิดขึ้นทีละครั้ง เชน ลูกคาเขามาทีละ 1 คนหรือทีละกลุม (ถาลูกคาเขามาเปนกลุม ก็
จะจำลองการเขามาของกลุมลูกคาดวยการแจกแจงปวซอง และจำลองจำนวนลูกคาในกลุมดวยการแจกแจง
แบบพหุนาม) ชวงเวลาที่เหตุการณเกิดขึ้นครั้งลาสุดไมสงผลตอเวลาที่จะเกิดครั้งถัดไป เชน จำนวนลูกคาที่มา
ถึงรานภายใน 1 ชั่วโมง (λ เปนจำนวนลูกคาเฉลี่ยที่เขารานใน 1 ชม.) จำนวนตำหนิที่เกิดขึ้นบนสายเคเบิล
ยาว 30 เมตร (λ เปนจำนวนตำหนิเฉลี่ยบนสายเคเบิลยาว 30 เมตร) หรือจำนวนตำหนิของงานพนสีบนประตู
รถยนต 1 บาน (λ เปนจำนวนตำหนิเฉลี่ยบนประตูรถยนต 1 บาน) รูปที่ 4.3 เปนกราฟของ PMF ของการ
แจกแจงแบบปวซอง ตารางที่ 4.5 แสดงคุณสมบัติของการแจกแจงแบบปวซอง

รูปที่ 4.3: PMF ของการแจกแจงแบบปวซอง

4.2.5 การแจกแจงแบบปวซองที่อัตราไมคงที่
ในเชิงปฏิบัติสำหรับระบบจริง เมื่อพิจารณาระบบที่เวลาตาง ๆ อัตราการมาถึงมักไมคงที่ในแตละชวงเวลา
เชน ที่ศูนยโทรศัพทของบัตรเครดิต ลูกคาโทรเขามาถี่ในตอนเย็นหรือตอนค่ำแตไมมากนักตอนกลางดึกหรือ
เชามืด ผูวิเคราะหสามารถใชกระบวนการปวซองแบบอัตราไมคงที่ (Non-stationary Poisson process) เพื่อ
จำลองระบบนี้ ดังนั้นอัตราการเกิดเหตุการณหรืออัตราการมาถึงจึงขึ้นอยูกับเวลาหรือแสดงดวยฟงกชัน λptq
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ตารางที่ 4.5: คุณสมบัติของการแจกแจงแบบปวซอง

คาสถิติ ปวซอง ฟงกชันเอกซเซล
พารามิเตอร λ ą 0

ชวงของคาที่เปนได (Φ) t0, 1, 2, . . .u

PMF ppxq e´λλx{x! POISSON(x, λ FALSE)

CMF, F pxq
řtxu

i“0
e´λλx

x! POISSON(x, λ TRUE)

คาเฉลี่ย λ

ความแปรปรวน λ

ขอสมมติของการแจกแจงนี้เหมือนกับการแจกแจงแบบปวซองคือเหตุการณเกิดขึ้นทีละครั้ง และเหตุการณที่
เกิดขึ้นภายในระยะเวลาที่ไมทับกันเปนอิสระตอกัน กำหนดให Nptq เปนจำนวนครั้งที่เหตุการณเกิดขึ้นตั้งแต
เวลา 0 ถึงเวลา t และ

bpt, sq “

ż t`s

t

λpyqdy

เปนจำนวนครั้งที่เหตุการณเกิดขึ้นโดยเฉลี่ยในชวงเวลา pt, t ` ss ฟงกชันความนาจะเปน คือ

PrtNpt ` sq ´ Nptq “ ku “
e´bpt,sqrbpt, sqsk

k!

ซอฟตแวรสำเร็จรูปเชนอารีนา ใหผูใชกำหนด λptq ได

4.2.6 การแจกแจงแบบปกติ
การแจกแจงแบบปกติ (Normal distribution) จำลองกระบวนการที่สามารถมองวาเปนผลบวกของกระบวน-
การยอย เชน เวลารวมที่ใชในการประกอบผลิตภัณฑตาง ๆ เพราะเปนผลบวกของเวลาในแตละขั้นตอน, คา
คลาดเคลื่อน (Error) ในคาที่สังเกตไดเมื่อทำการทดลอง, และคาผิดพลาดอื่น ๆ เชน เวลาสงมอบที่ชาหรือ
เร็วกวากำหนด ดังนั้นจึงใชจำลองตัวแปรที่รูเพียงคาเฉลี่ยและความแปรปรวนรอบคาเฉลี่ย เชน จำลองเวลา
ในการสงมอบที่มีคาเฉลี่ย 4 ˘ 1 วัน ดวยการแจกแจงแบบปกติที่มี µ “ 4 และ σ “ 1 วัน นอกจากนี้ยัง
ใชประมาณคาความนาจะเปนของตัวแปรสุมแบบไมตอเนื่องบางชนิด เชน ทวินามและปวซอง (เมื่อขนาด
ตัวอยาง n และอัตราการเกิดเหตุการณ λ มีคามาก) รูปที่ 4.4 เปนกราฟของ PDF จะเห็นวา µ แสดงตำแหนง
กึ่งกลางของกราฟ PDF และ σ แสดงความกวางของระฆังคว่ำ ถา σ สูง การกระจายตัวของขอมูลมาก ระฆัง
จะกวางและเตี้ย ตารางที่ 4.6 แสดงคุณสมบัติของการแจกแจง



76 การจำลองตัวแปรนำเขา

รูปที่ 4.4: กราฟ PDF ของการแจกแจงแบบปกติ

ตารางที่ 4.6: คุณสมบัติของการแจกแจงแบบปกติ

คาสถิติ ปกติ ฟงกชันเอกซเซล
พารามิเตอร µ จำนวนจริง และ σ ą 0

ชวงของคาที่เปนได (Φ) p´8, 8q

PDF fpxq 1
σ

?
2π

exp
´

´
px´µq2

2σ2

¯

NORMDIST(x, µ, σ, FALSE)

CDF, F pxq 1?
2π

şz

´8
exp

´

´t2

2

¯

dt โดยที่ z “
x´µ

σ NORMDIST(x, µ, σ, TRUE)

คาเฉลี่ย µ

ความแปรปรวน σ2
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4.2.7 การแจกแจงแบบล็อกนอรมอล
การแจกแจงแบบล็อกนอรมอล (Lognormal distribution) จำลองคาที่สามารถมองไดวา เปนผลคูณของ
กระบวนการยอย เชน อัตราผลตอบแทนจากการลงทุนเมื่อดอกเบี้ยทบตน เงินฝากธนาคาร นอกจากนี้ยังใช
จำลองผลตอบแทนจากการลงทุนในหุนสามัญ ชื่อของการแจกแจงนี้แสดงวามีความเกี่ยวของกับการแจกแจง
แบบปกติ กลาวคือ ถา Y มีการแจกแจงแบบล็อกนอรมอล lnpY q จะมีการแจกแจงแบบปกติ ในทางกลับกัน
ถา X มีการแจกแจงแบบปกติ exppXq จะมีการแจกแจงแบบล็อกนอรมอล รูปที่ 4.5 เปนกราฟของ PDF
ตารางที่ 4.7 แสดงคุณสมบัติของการแจกแจง

รูปที่ 4.5: กราฟ PDF ของการแจกแจงแบบล็อกนอรมอล

4.2.8 การแจกแจงแบบเอ็กซโพเนนเชียล
การแจกแจงแบบเอ็กซโพเนนเชียล (Exponential distribution) จำลองเวลาระหวางเหตุการณที่เปนอิสระตอ
กัน หรือเวลาของกระบวนการที่จำอดีตไมได (Memoryless) หมายถึง กระบวนการที่แมวาจะรูเวลาที่ผานไป
แลว ก็ไมสามารถระบุวาไดวาจะเสร็จสิ้นเมื่อใด เชน หากจำลองอายุการใชงาน (Time to failure) ของอุปกรณ
ดวยการแจกแจงแบบเอ็กซโพเนนเชียล นัยคืออุปกรณนี้ที่ใชงานไปแลวและยังไมเสียมีการแจกแจงของอายุ
การใชงานที่เหลือเหมือนอุปกรณใหมแกะกลอง เมื่อจำลองอายุการใชงานดวยการแจกแจงแบบเอ็กซโพเนน
เชียล สิ่งที่สมมติคือมีอัตราการเกิดความลมเหลว (Failure rate) คงที่ เมื่อเวลาดำเนินไป ใหสังเกตวาการ
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ตารางที่ 4.7: คุณสมบัติของการแจกแจงแบบล็อกนอรมอล

คาสถิติ ล็อกนอรมอล ฟงกชันเอกซเซล
พารามิเตอร µ และ σ ą 0

ชวงของคาที่เปนได (Φ) r0, 8q

PDF fpxq 1
xσ

?
2π

exp
´

´
plnpxq´µq2

2σ2

¯

ไมมี
CDF, F pxq 1?

2π

şz

´8
expp´t2{2qdt โดยที่ z “

lnpxq´µ
σ LOGNORMDIST(x, µ, σ )

คาเฉลี่ย eµ`σ2{2

ความแปรปรวน peσ2
` 1qe2µ`σ2

แจกแจงแบบเอ็กซโพเนนเชียลและปวซองสัมพันธกัน หากเวลาระหวางที่เหตุการณเกิดขึ้นมีการแจกแจงแบบ
เอ็กซโพเนนเชียล จำนวนครั้งที่เหตุการณเกิดขึ้นภายในชวงเวลาที่ตรึงไวคาหนึ่ง (เชน 1 ชั่วโมง) มีการแจกแจง
แบบปวซอง

มีการนำการแจกแจงแบบเอ็กซโพเนนเชียลไปใชในแบบจำลองหลายชนิดถึงแมวาขอสมมติเรื่องอัตราการ
เกิดเหตุการณเปนคาคงที่แทบไมเปนจริงในทางปฏิบัติ เพราะการแจกแจงแบบเอ็กซโพเนนเชียลทำใหตัวแบบ
จัดการไดงายทางคณิตศาสตร ขอจำกัดเรื่องอัตราการเกิดคงที่สามารถแกไขดวยการแบงระยะเวลาเปนชวง
สั้นพอที่จะสมมติวาอัตราคงที่ในชวงนั้น ๆ ได เชน ชวง 10-11 น. มีอัตรา 14 คน จึงกำหนดให λ1 = 14 ตอ
ชั่วโมง; ชวง 11-12 น. มีอัตรา 18 คน λ2 = 18 ตอชั่วโมง และอื่น ๆ; หากเวลาระหวางการโทรเขาของลูกคา
เปนแบบเอ็กซโพเนนเชียล เวลาจนกวาลูกคาจะโทรเขาครั้งตอไปก็มีการแจกแจงแบบเอ็กซโพเนนเชียลเชนกัน
รูปที่ 4.6 แสดงกราฟ PDF ที่อัตราการเกิดเหตุการณ λ ตาง ๆ คา λ สูงหมายถึงเหตุการณเกิดขึ้นถี่โดยเฉลี่ย
สังเกตวาหนวยของ λ และ x นั้นสัมพันธกัน กลาวคือเมื่อนำมาคูณกันแลวผลคูณ λx ไมมีหนวย เชน ถา λ มี
หนวย “ตอชั่วโมง” x ตองมีหนวย “ชั่วโมง” คุณสมบัติอื่น ๆ แสดงในตารางที่ 4.8

4.2.9 การแจกแจงแบบแกมมา

การแจกแจงแบบแกมมา (Gamma distribution) เปนการแจกแจงที่มีความยืดหยุน (Flexibility) สูงมาก
กลาวคือมีพารามิเตอรแค 2 ตัวแตมีรูปแบบของกราฟ PDF ไดหลากหลาย เบซาย เบขวา หรือสมมาตร (ดัง
แสดงในรูปที่ 4.7) มักใชการแจกแจงแบบแกมมาจำลองคาที่ไมติดลบ เชน เวลาในการทำงานใดงานหนึ่งให
เสร็จ อาทิ การบริการลูกคาหรือการซอมเครื่องจักร ตารางที่ 4.9 แสดงคุณสมบัติของการแจกแจง กำหนดให
k คือพารามิเตอรเกี่ยวกับรูปทรง (Shape parameter) θ เปนพารามิเตอรเกี่ยวกับขนาด (Scale parameter)
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รูปที่ 4.6: กราฟ PDF ของการแจกแจงแบบเอ็กซโพเนนเชียล

ตารางที่ 4.8: คุณสมบัติของการแจกแจงแบบเอ็กซโพเนนเชียล

คาสถิติ เอ็กซโพเนนเชียล ฟงกชันเอ็กซเซล
พารามิเตอร λ ą 0

ชวงของคาที่เปนไปได (Φ) r0, 8q

PDF fpxq λe´λx EXPONDIST(x, λ, FALSE)

CDF, F pxq 1 ´ e´λx EXPONDIST(x, λ, TRUE)

คาเฉลี่ย 1{λ

ความแปรปรวน p1{λq2
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และ k, θ ą 0 นิยามฟงกชันแกมมาในตารางที่ 4.9 ดังนี้

Γpkq “

$

&

%

pk ´ 1q! ถา k เปนจำนวนเต็มบวก
ş8

0 e´ttk´1dt ถา k เปนจำนวนจริงบวก
(4.1)

γpk, xq “

ż x

0
tk´1e´tdt (4.2)

รูปที่ 4.7: กราฟ PDF ของการแจกแจงแบบแกมมา

ตารางที่ 4.9: คุณสมบัติของการแจกแจงแบบแกมมา

คาสถิติ แกมมา ฟงกชันเอกซเซล
พารามิเตอร θ, k ą 0

ฐาน (Φ) r0, 8q

PDF, fpxq xk´1 e´x{θ

Γpkqθk GAMMADIST(x, k, θ, FALSE)

CDF, F pxq
γpk,x{θq

Γpkq
GAMMADIST(x, k, θ, TRUE)

คาเฉลี่ย kθ

ความแปรปรวน kθ2
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4.2.10 การแจกแจงแบบเออรแลง
การแจกแจงแบบเออรแลง (Erlang distribution) จำลองผลบวกของตัวแปรสุมแบบเอ็กซโพเนนเชียล k ตัว
ที่ เปนอิสระตอกันและแตละตัวมีคาเฉลี่ยเทากัน แทนดวย 1{λ เชน สมมติวาเวลาระหวางการโทรเขาของ
ลูกคามีการแจกแจงแบบเอ็กซโพเนนเชียลดวยคาเฉลี่ย 3 นาที เวลาระหวางการโทรเขามาทุก ๆ 10 สายมีการ
แจกแจงแบบเออรแลง (k “ 10, λ “ 1{3 นาที) การแจกแจงแบบเออรแลงเปนกรณีพิเศษของการแจกแจง
แบบแกมมา คือ พารามิเตอร k ของการแจกแจงแบบแกมมาเปนจำนวนจริงบวก แตของการแจกแจงแบบเอ
อรแลงเปนจำนวนเต็มบวก

4.2.11 การแจกแจงแบบไวบูล
การแจกแจงแบบไวบูล (Weibull distribution) มักใชเพื่อจำลองอายุการใชงานที่การเสียอาจมาจากหลาย
สาเหตุ และอุปกรณนั้นเสียทันทีเมื่อเหตุใดก็ไดเกิดขึ้น เชน บอยเลอร (Boiler) หรือหมอไอน้ำจะเสียเมื่อทอ
เล็ก ๆ (Tube) ภายในอุดตันมากพอ การแจกแจงแบบไวบูลสามารถจำลองอายุการใชงานที่อัตราการเกิด
ความลมเหลวเพิ่มขึ้น, เทาเดิม, หรือลดลงได เชน อายุการใชงานของดิสกไดรฟที่กราฟอัตราการเกิดความ
ลมเหลวกับเวลาเปนรูปอางอาบน้ำ (Bathtub) คือ ลดลงในชวงแรกของการใชงาน คอนขางคงที่หลังจากใช
งานไปไดชวงหนึ่ง และเพิ่มสูงขึ้นเนื่องจากการสึกหรอที่เกิดจากการใชงาน นอกจากนี้ธุรกิจประกันภัยยังใช
การแจกแจงแบบไวบูลเพื่อจำลองมูลคาเคลมประกัน รูปที่ 4.8 แสดงกราฟ PDF ซึ่งคลายกับการแจกแจงแบบ
แกมมา กำหนดให k เปนพารามิเตอรเกี่ยวกับรูปทรง และ λ เปนพารามิเตอรเกี่ยวกับขนาด ตารางที่ 4.10
แสดงรายละเอียดของการแจกแจงแบบไวบูล

ตารางที่ 4.10: คุณสมบัติของการแจกแจงแบบไวบูล

คาสถิติ ไวบูล ฟงกชันเอกซเซล
พารามิเตอร λ, k ą 0

ฐาน (Φ) r0, 8q

PDF, fpxq k
λ

`

x
λ

˘k´1
ep´x{λqk

WEIBULL(x, k, λ, FALSE)

CDF, F pxq 1 ´ ep´x{λqk

WEIBULL(x, k, λ, TRUE)

คาเฉลี่ย (µ) λΓp1 ` 1{kq

ความแปรปรวน λ2Γp1 ` 2{kq ´ µ2
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รูปที่ 4.8: กราฟ PDF ของการแจกแจงแบบไวบูล

4.2.12 การแจกแจงแบบเบตา
การแจกแจงแบบเบตา (Beta distribution) เปนการแจกแจงที่มีความยืดหยุนสูงเชนกัน ใชสำหรับจำลอง
ขอมูลที่มีขอบเขตบนและลางตรึงไว นิยามดวยพารามิเตอร 4 ตัว ดังนี้: α, β เปนพารามิเตอรเกี่ยวกับรูปทรง,
a เปนขอบเขตลาง, และ b เปนขอบเขตบน รูปที่ 4.9 แสดงกราฟ PDF ตารางที่ 4.11 แสดงรายละเอียดของ
การแจกแจง นิยามฟงกชันเบตาดังนี้

Bpα, βq “

ż 1

0
tα´1p1 ´ tqβ´1dt

4.2.13 การแจกแจงแบบสม่ำเสมอ
การแจกแจงแบบสม่ำเสมอมีทั้งแบบคาตอเนื่องและคาไมตอเนื่อง ใชจำลองกรณีที่ผูวิเคราะหไมรูขอมูลอื่น ๆ
เกี่ยวกับตัวแปรสุมนอกจากขอบเขตบนและขอบเขตลาง ถือไดวาเปนการจำลองความไมแนนอนอยางบริบูรณ
เพราะใหทุกคาที่เปนไปไดมีโอกาสเกิดเทา ๆ กัน ตัวเลขสุมที่มีการแจกแจงแบบสม่ำเสมอแบบตอเนื่องในชวง
[0,1] สำคัญมากสำหรับการสรางตัวเลขสุมที่มีการแจกแจงอื่น ๆ รูปที่ 4.10ก และ 4.10ข แสดงกราฟ PDF
และ CDF สำหรับการแจกแจงแบบสม่ำเสมอแบบตอเนื่อง และรูปที่ 4.11 สำหรับแบบไมตอเนื่อง คุณสมบัติ
อื่น ๆ เกี่ยวกับการแจกแจงสม่ำเสมอแสดงในตารางที่ 4.12 ถึงแมวาไมมีฟงกชันเอกซเซลสำหรับคำนวณ PDF
และ CDF ผูใชก็สามารถคำนวณเองไดงาย ๆ จากสูตรในตารางที่ 4.12



4.2 การจำลองตัวแปรนำเขาเมื่อมีขอมูล 83

รูปที่ 4.9: กราฟ PDF ของการแจกแจงแบบเบตามาตรฐาน (a “ 0, b “ 1)

ตารางที่ 4.11: คุณสมบัติของการแจกแจงแบบเบตา

คาสถิติ เบตา ฟงกชันเอกซเซล
พารามิเตอร α, β ą 0, a ď b

ฐาน (Φ) ra, bs

PDF, fpxq
px´aqα´1pb´xqβ´1

Bpα,βqpb´aqα`β´1 -

CDF, F pxq

şx
0 tα´1p1´tqβ´1dt

Bpα,βq
เฉพาะ a “ 0, b “ 1 BETADIST(x, α, β, a, b )

คาเฉลี่ย (µ) a ` pb ´ aq α
α`β

ความแปรปรวน pb ´ aq2 αβ
pα`βq2pα`β`1q
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รูปที่ 4.10: การแจกแจงแบบสม่ำเสมอแบบตอเนื่องเมื่อ a “ 1 และ b “ 5
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รูปที่ 4.11: การแจกแจงแบบสม่ำเสมอแบบไมตอเนื่อง เมื่อ a “ 1, b “ 5 และ n “ 5 ในตารางที่ 4.12
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ตารางที่ 4.12: คุณสมบัติของการแจกแจงแบบสม่ำเสมอ

คาสถิติ สม่ำเสมอแบบตอเนื่อง สม่ำเสมอแบบไมตอเนื่อง
พารามิเตอร a และ b เปนจำนวนจริง a และ b เปนจำนวนเต็ม
ฐาน (Φ) ra, bs, a ď b ta, a ` 1, . . . , bu

PDF, fpxq 1
b´a

1
b´a`1

CDF, F pxq x´a
b´a

x´a`1
b´a

คาเฉลี่ยและคามัธยฐาน pa ` bq{2

ความแปรปรวน pb ´ aq2{12

4.2.14 การแจกแจงแบบสามเหลี่ยม
การแจกแจงแบบสามเหลี่ยม (Triangular distribution) ใชจำลองกระบวนการที่รูเพียงขอบเขตลาง (a), ขอบเขต
บน (b), และคาที่เปนไปไดมากที่สุด (c) รูปที่ 4.12 แสดงกราฟ PDF ตารางที่ 4.13 แสดงรายละเอียดของการ
แจกแจง
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รูปที่ 4.12: กราฟ PDF ของการแจกแจงแบบสามเหลี่ยม เมื่อ a “ 1, b “ 3 และ c “ 5 ในตารางที่ 4.13

เมื่อพิจารณาพื้นฐานทางกายภาพของการแจกแจงมาตรฐานและเลือกการแจกแจงที่นาจะสอดคลองกับ
ขอมูลแลว จะตองประมาณคาพารามิเตอรสำหรับการแจกแจงนั้น
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ตารางที่ 4.13: คุณสมบัติของการแจกแจงแบบสามเหลี่ยม

คาสถิติ สามเหลี่ยม
พารามิเตอร a P p´8, 8q, a ď c ď b

ฐาน (Φ) ra, bs

PDF, fpxq
2px´aq

pb´aqpc´aq
, a ď x ď c; 2pb´xq

pb´aqpc´aq
, c ă x ď b

CDF, F pxq
px´aq2

pb´aqpc´aq
, a ď x ď c; 1 ´

pb´xq2

pb´aqpc´aq
, c ă x ď b

คาเฉลี่ย a`b`c
3

ความแปรปรวน a2`b2`c2´ab´ac´bc
18

4.2.15 การประมาณคาพารามิเตอรสำหรับการแจกแจงมาตรฐาน
สมมติวาผูวิเคราะหเลือกการแจกแจงแบบปกติเพื่อจำลองขอมูล จากตารางที่ 4.6 แสดงวาการแจกแจงนี้มี
พารามิเตอร 2 ตัวคือ คาเฉลี่ยประชากร µ และสวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน σ ดังนั้นจึงตองประมาณคาพารามิเตอร
(แทนดวย pµ และ pσ) สองคานี้ใหเขากับชุดขอมูลที่มี โดยกำหนดให pµ แทนดวยคาเฉลี่ยจากกลุมตัวอยาง
(สมการที่ 2.16) และ pσ แทนดวยสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานจากกลุมตัวอยาง (สมการที่ 2.17)

Law (2006) มีตารางแสดงสูตรคำนวณเพื่อประมาณคาพารามิเตอรสำหรับการแจกแจงมาตรฐานดวย
วิธีความควรจะเปนสูงสุด (Maximum likelihood) นอกจากนี้ยังมีวิธีอื่น ๆ เชน วิธีจับคูโมเมนต (Moment
matching method) และวิธีกำลังสองที่นอยที่สุด (Method of least squares) ในเชิงทฤษฎี วิธีที่ใชประมาณ
คามีผลตอคาพารามิเตอรที่ได แตความแปรปรวนของขอมูลเชิงสุมมักจะกลบ (Overwhelm) ความแตกตาง
ในวิธีที่เลือกใช ดังนั้นประเด็นเรื่องวิธีประมาณคาพารามิเตอรที่เลือกใชจึงไมเปนประเด็นสำคัญนัก และถึง
อยางไรในเชิงปฏิบัติก็ใชซอฟตแวรประมาณคาพารามิเตอรอยูดี จึงสำคัญที่ซอฟตแวรที่ใชประมาณคาดวยขั้น
ตอนวิธี (Algorithm) ที่เสถียรในเชิงตัวเลข ผูอานควรระลึกไวเสมอวาไมมีการแจกแจงที่แทจริงที่ใหเราคนพบ
การแจกแจงมาตรฐานเปนเพียงการจำลองขอมูลจริงดวยสมการคณิตศาสตรเทานั้น

เมื่อไมสามารถกำหนดการแจกแจงมาตรฐาน (เชน หัวขอที่ 4.2.2-4.2.14) ใหสอดคลองกับขอมูลที่มีได
อาจเลือกใชการแจกแจงตามตัวอยาง (Empirical distribution)

4.2.16 การแจกแจงเชิงประสบการณหรือการแจกแจงตามตัวอยาง
การแจกแจงนี้ เหมาะกับกรณีที่ลักษณะของขอมูลไมตรงกับพื้นฐานทางกายภาพของการแจกแจงมาตรฐาน
หรืออาจมีขอมูลจำนวนนอยเกินกวาที่จะแยกแยะไดวาการแจกแจงที่มีพารามิเตอรแบบใดเหมาะสมที่สุด การ
แจกแจงตามตัวอยางใชขอมูลที่มี เพื่อสรางเลขสุมโดยใหทุก ๆ คามีความนาจะเปนที่จะไดรับเลือกเทากัน
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หมายความวาคาที่สุมไดเปนคาที่เก็บมาไดซึ่งมีจำนวนจำกัด หากตองการคาที่ตอเนื่อง สามารถประมาณคา
ในชวง (Interpolate) ดวยการเทียบบัญญัติไตรยางศ รูปที่ 4.13ก แสดง CDF ของการแจกแจงตามตัวอยาง
แบบไมตอเนื่องสำหรับขอมูล {2.1, 3.4, 5.7, 8.1} มี 4 คา จึงใหคาความนาจะเปนสำหรับแตละคาเทากับ 1/4
รูปที่ 4.13ข แสดง CDF ของการแจกแจงตามตัวอยางแบบตอเนื่องซึ่งมี 3 ชวง จึงใหความนาจะเปนของแตละ
ชวงเปน 1/3
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(ข) แบบตอเนื่อง

รูปที่ 4.13: การแจกแจงตามตัวอยางสำหรับขอมูล {2.1, 3.4, 5.7, 8.1}

ขอดีของการแจกแจงตามตัวอยาง คือ มีคุณสมบัติทางทฤษฎีรองรับ เมื่อขนาดของขอมูลเขาใกลอนันต
(Infinity) การแจกแจงตามตัวอยางจะลูเขาสู”การแจกแจงที่แทจริง” ที่รูวามีอยู แตไมรูรูปแบบ และผูใชไม
ตองเลือกการแจกแจงมาตรฐาน แตขอเสียคือคาที่สุมไดจะไมเกินคาที่สูงที่สุดในขอมูลที่มี และไมต่ำกวาคาที่
ต่ำที่สุดในขอมูลที่มี ทั้งนี้ยังมีวิธีแกไขโดยสรางคาที่อยูนอกเหนือขอบเขตของขอมูลที่มีอยู ดวยการประมาณ
หางซายและหางขวาดวยการแจกแจงแบบเอ็กซโพเนนเชียล (Hill, 1975)

ถึงกระนั้นก็ดี ไมควรใชการแจกแจงตามตัวอยางพร่ำเพรื่อ เพราะการแจกแจงนี้ไมสามารถจำลองคาสุด
โตง (Extreme values) ไดดีนักโดยเฉพาะเมื่อมีขอมูลจำนวนนอย นอกจากนี้ หากตองการทดสอบแบบ
จำลองสถานการณดวยการเปลี่ยนคาเฉลี่ยหรือสวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน ก็ทำไดยาก ประเด็นนี้เห็นไดชัดหาก
เปรียบเทียบกับการแจกแจงแบบปกติ ที่มีพารามิเตอรสำหรับคาเฉลี่ยและสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานชัดเจน การ
แจกแจงมาตรฐานยังมีขอดีตรงที่สามารถปรับเรียบความขยุกขยิก (Smoothing) ที่มีอยูในขอมูลจริงที่ เปน
ขอมูลเชิงสุมไดอีกดวย

เมื่อไดการแจกแจงมาตรฐานที่ประมาณคาพารามิเตอรแลว (เชน การแจกแจงแบบปกติที่มี pµ = 20.1 และ
pσ = 5.93 ในตัวอยางที่ 4.1) กอนนำไปใชในแบบจำลอง ผูวิเคราะหควรประเมินวาการแจกแจงนี้สอดคลองกับ
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ขอมูลที่มีหรือไม

4.3 การพิจารณาความสอดคลองของการแจกแจง
การวิเคราะหมี 2 รูปแบบ คือ การทดสอบเชิงตัวเลขดวยสมมติฐานทางสถิติ เชน การทดสอบไคสแควร
(Chi-square test) และการวิเคราะหดวยกราฟ เชน เปรียบเทียบ PDF กับฮีสโตแกรม ควรวิเคราะหทั้งสอง
ดานเพราะการทดสอบสมมติฐานสรุปความไมพอดีของการแจกแจงความนาจะเปนในการจำลองขอมูล ดวย
ตัวเลขคาสรุปทางสถิติ (Summary statistics) แตกราฟแสดงใหเห็นวาความไมพอดีดังกลาวนี้เกิดขึ้นที่บริเวณ
ใด เปนชวงของคาที่สำคัญหรือไม

4.3.1 การทดสอบสมมติฐาน
การทดสอบความสอดคลองของการแจกแจงมีสมมติฐานหลัก (H0) และสมมติฐานรอง (H1) ดังนี้

H0: ขอมูลที่มีมาจากการแจกแจงที่เลือก
H1: ขอมูลที่มีไมใชมาจากการแจกแจงที่เลือก

เชน การแจกแจงที่เลือกสำหรับขอมูลในตัวอยางที่ 4.1 ซึ่งจะตามมาภายหลัง เปนการแจกแจงแบบปกติที่มี pµ
= 20.1 และ pσ = 5.93 (พารามิเตอรประมาณจากคาเฉลี่ยและสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของตัวอยาง) สมมติฐาน
หลักคือขอมูลชุดนี้มีการแจกแจงแบบปกติที่มี pµ = 20.1 และ pσ = 5.93

การทดสอบสมมติฐานทั่วไปมีขั้นตอนคลายกัน กลาวคือ หลังจากกำหนด H0 และ H1 แลว จะคำนวณคา
สถิติจากขอมูลที่มี คาสถิตินี้บงชี้วาจะยอมรับ (ไมสามารถปฏิเสธ) หรือปฏิเสธ H0 อีกพารามิเตอรหนึ่งที่ผูวิจัย
กำหนดคือระดับนัยสำคัญ (Significance level, α) ซึ่งคือความนาจะเปนของความผิดพลาดที่ปฏิเสธ H0 ทั้ง
ๆ ที่ H0 เปนจริง มักใช α “ 0.05 หรือ 5% พิจารณายอมรับหรือปฏิเสธ H0 ได 2 วิธี ดังนี้

1. เปรียบเทียบคาสถิติกับคาวิกฤต (Critical value) ซึ่งขึ้นกับขนาดขอมูลและระดับนัยสำคัญ ถาคาสถิติ
(หรือในบางกรณี ใชคาสัมบูรณของคาสถิติ) นอยกวาคาวิกฤตจะยอมรับ H0 ถาไมเชนนั้นจะปฏิเสธ H0

2. นำคาสถิติไปคำนวณคา p-value ซึ่งคือความนาจะเปนแบบมีเงื่อนไขที่ถา H0 เปนจริง ระดับนัยสำคัญที่
แทบจะปฏิเสธ H0 ภายใตคาสถิติที่มีคือ p-value หาก p-value มากกวาระดับนัยสำคัญ (α) จะยอมรับ
H0 ถาไมเชนนั้นจะปฏิเสธ H0

การทดสอบสมมติฐานมีขอจำกัดในดานสุดโตง 2 ทาง กลาวคือ หากมีจำนวนขอมูลไมมาก (เชน นอยกวา
10) การทดสอบมักจะไมปฏิเสธการแจกแจงความนาจะเปนมาตรฐาน ไมวาจะเลือกอันใด เพราะการทดสอบ
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ไมสามารถแยกแยะความแตกตางระหวางการแจกแจงได ในทางตรงขามหากมีขอมูลจำนวนมาก (เชน หลัก
หลายรอย) การทดสอบมักจะปฏิเสธแทบทุกการแจกแจงมาตรฐาน เพราะเห็นความแตกตางระหวาง PDF
(หรือ PMF) ของการแจกแจงที่เลือกกับขอมูลจริงอยางชัดเจน ดังนั้นจึงไมควรถือเอาผลการทดสอบสมมติฐาน
เปนคำสิ้นสุด แตควรมองวาเปนหลักฐานอีกชิ้นหนึ่งเพื่อประกอบการตัดสินใจ ดวยขอจำกัดสองดานนี้ ในเชิง
ปฏิบัติ ผูวิเคราะหควรพิจารณาเปรียบเทียบ PDF (หรือ PMF) และฮีสโตแกรมเพิ่มเติมดวย

การทดสอบสมมติฐานที่จะกลาวถึง 2 ชนิดนี้ เปนการทดสอบที่มีใชแพรหลายในซอฟตแวรจำลองสถานการณ
สำเร็จรูป เชน อารีนา มี Input Analyzer และ @Risk มี BestFit นอกจากนี้แลวสามารถใชซอฟตแวรทาง
สถิติทำการทดสอบเหลานี้ เชน Minitab หรือ R ซึ่งเปนฟรีแวร (อานเพิ่มเติมไดจาก Ricci 2005) ผูวิเคราะห
ควรรูหลักการของการทดสอบ, ขอจำกัด, และการตีความผลที่ได

การทดสอบแบบไคสแควร

การทดสอบนี้มาจากพื้นฐานความคิดที่ใหคาตัวเลขสำหรับความสอดคลองของการแจกแจง ดวยการเปรียบ
เทียบกราฟ PDF ของการแจกแจงที่ เลือกกับฮีสโตแกรมซึ่งเปนตัวแทนของขอมูลจริง กำหนดให Oi เปน
จำนวนขอมูลจริงที่อยูในชวง i ของฮีสโตแกรม เชน ในรูปที่ 4.14 ชวงที่ 1 ระหวางคา 10-12 มีขอมูล 2 คาที่
อยูในชวงนี้ และ Ei เปนคาคาดหมายของจำนวนขอมูลที่นาจะอยูในชวงนี้ ที่คำนวณไดจาก PDF ที่เลือก เชน
ในรูปที่ 4.14 เมื่อใชการแจกแจงแบบปกติที่ pµ “ 20.1 และ pσ “ 5.93 ชวงที่ 1 มีจุดกึ่งกลางที่ 11 ซึ่งมีคาคาด
คะเนของจำนวนขอมูลที่อยูในชวงนี้ 1.359 หาก PDF ใกลเคียงกับฮีสโตแกรม ผลตางระหวาง pOi ´ Eiq

2

ควรมีคานอย หากไมใกลเคียงกัน ผลตางจะมาก ยกกำลังสองเพื่อใหผลตางทุกคามีเครื่องหมายบวก สมการที่
(4.3) แสดงสูตรที่ใชคำนวณคาสถิติไคสแควร เมื่อ k เปนจำนวนชวงในฮีสโตแกรม

χ2 “

k
ÿ

i“1

pOi ´ Eiq
2

Ei
(4.3)

ตัวอยางที่ 4.1. ขอมูลจำนวนไมลที่รถวิ่งไดจากน้ำมัน 1 แกลลอน mpg ในชุดขอมูล mtcars ของซอฟตแวร
R มี 32 คา ดังนี้

21.0 21.0 22.8 21.4 18.7 18.1 14.3 24.4 22.8 19.2 17.8 16.4 17.3 15.2 10.4 10.4 14.7
32.4 30.4 33.9 21.5 15.5 15.2 13.3 19.2 27.3 26.0 30.4 15.8 19.7 15.0 21.4

เมื่อจำลองดวยการแจกแจงแบบปกติที่มี pµ = 20.1 และ pσ = 5.93 การทดสอบแบบไคสแควรที่ใช 4 ชวงให
χ2 = 3.17 และคา p-value = 0.0794 เนื่องจาก p-value ą α = 0.05 จึงไมสามารถปฏิเสธการแจกแจงแบบ
ปกติที่ pµ = 20.1 และ pσ = 5.93 ได

l
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รูปที่ 4.14: การเปรียบเทียบฮีสโตแกรมกับ PDF ของการแจกแจงแบบปกติสำหรับขอมูล mpg ในชุด mtcars

ของซอฟตแวร R

เนื่องจากการทดสอบไคสแควรมีพื้นฐานมาจากฮีสโตแกรม คาสถิติที่คำนวณไดจึงไว (Sensitive) ตอ
จำนวนชวง (ฺBin หรือ Interval) ของฮีสโตแกรม เชน ในตัวอยางที่ 4.1 เมื่อใช 4 ชวง คา χ2 = 3.17 และคา
p-value = 0.079 ą α จึงไมสามารถปฏิเสธ H0 ที่นัยสำคัญ α=5% แตเมื่อใช 5 ชวง คา χ2 = 6.37 และ
คา p-value = 0.043 ă α จึงปฏิเสธ H0 นอกจากนี้แลวจำนวนชวงหรือจำนวนแทงนี้ยังสงผลตอรูปลักษณ
ของฮีสโตแกรมดวย จำนวนชวงมาก (รูปที่ 4.15ก) อาจทำใหฮีสโตแกรมดูมีรายละเอียดมากแตขรุขระเกินไป
แตหากจำนวนชวงนอย (รูปที่ 4.15ข) ก็อาจทำใหฮีสโตแกรมดูไมมีรายละเอียด หยาบเกินไป จึงแนะนำให
ลองเปลี่ยนคาจำนวนชวงเพื่อดูวาผลการทดสอบไคสแควรไวตอคาจำนวนชวงเพียงใด Banks et al. (2005)
แนะนำวาเมื่อจำนวนขอมูล (n) มากกวา 100 คาขึ้นไป ควรใชจำนวนชวงระหวาง ?

n ถึง n{5 กลอง
เนื่องจากการทดสอบไคสแควรมีขอจำกัดเรื่องความไวตอจำนวนชวงของฮีสโตแกรม จึงมีการคิดคนการ

ทดสอบอื่น ๆ เพื่อแกไขประเด็นนี้ เชน การทดสอบแบบโคโมโกรอฟ-สเมอรนอฟ (Kolmogorov-Smirnov,
KS)

การทดสอบแบบโคโมโกรอฟ-สเมอรนอฟ

การทดสอบแบบโคโมโกรอฟ-สเมอรนอฟมีประโยชนมากสำหรับกรณีที่มีจำนวนขอมูลนอย การทดสอบ KS
ประมาณคาความไมพอดีของการแจกแจงในการจำลองขอมูลดวยคาที่มากที่สุดของคาสัมบูรณของความแตก
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(ก) จำนวนชวง=20 (ข) จำนวนชวง=12

รูปที่ 4.15: การเปรียบเทียบฮีสโตแกรมของขอมูล mpg เมื่อจำนวนชวงตางกัน

ตางระหวาง CDF ของการแจกแจงตามตัวอยาง (Empirical CDF, pF pxq) และ CDF ของการแจกแจงมาตรฐาน
F pxq เมื่อ n คือขนาดขอมูล ดังแสดงในสมการที่ (4.4)

D “ max
1ďiďn

|F pxiq ´ pF pxiq| (4.4)

รูปที่ 4.16 เปรียบเทียบ CDF เชิงประสบการณจากขอมูลตัวอยางและ CDF ของการแจกแจงปกติ คา D ใน
สมการที่ (4.4) คือ ระยะหางตามแนวดิ่งที่กวางที่สุดระหวางจุดและเสนกราฟ

ตัวอยางที่ 4.2. ใชขอมูลจากตัวอยางที่ 4.1 และจำลองดวยการแจกแจงแบบปกติเชนเดิม จะได D “ 0.126,
p-value = 0.687 เนื่องจาก p-value ą α = 0.05 จึงไมสามารถปฏิเสธการแจกแจงแบบปกติที่ pµ = 20.1
และ pσ = 5.93 ได ซอฟตแวร เชน Input Analyzer ในอารีนา ไมรายงานคา p-value สำหรับการทดสอบ KS
หากคานั้นมากกวา 0.15 หากผูวิเคราะหตองการคา p-value ก็สามารถใชซอฟตแวรทางสถิติ เชน R ได (อาน
วิธีใชไดจาก Ricci 2005)

l

เนื่องจากการทดสอบ KS พิจารณาความแตกตางที่มากที่สุด (สมการที่ 4.4) จึงอาจไวตอคาสุดโตง มีการ
ทดสอบ Anderson-Darling ที่คำนวณคาสถิติดวยการถัวเฉลี่ยผลตาง |F pxiq ´ pF pxiq| ไมพิจารณาแคคาที่
มากที่สุดดังเชนการทดสอบ KS (อานรายละเอียดเพิ่มเติมใน Law 2006)

การทดสอบสมมติฐานในหัวขอ 4.3.1 สรุปความไมพอดีของการแจกแจงความนาจะเปนสำหรับจำลอง
ขอมูลจริง ดวยตัวเลขคาสรุปทางสถิติ (Summary statistics) แตกราฟแสดงใหเห็นวาความไมพอดีดังกลาวนี้
เกิดขึ้นที่จุดใด เปนชวงของคาที่สำคัญหรือไม
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รูปที่ 4.16: การเปรียบเทียบ CDF ของการแจกแจงตามตัวอยาง (จุด) กับ CDF ของการแจกแจงแบบปกติ
(เสน) สำหรับขอมูล mpg ในชุด mtcars ของซอฟตแวร R

4.3.2 การพิจารณาดวยกราฟ

กลาวถึงกราฟ 2 ชนิด ดังนี้

กราฟความหนาแนน-ฮีสโตแกรม

รูปที่ 4.14 แสดงตัวอยางของกราฟความหนาแนน-ฮีสโตแกรมนี้ กราฟความหนาแนน (PDF) แสดงการ
แจกแจงมาตรฐานที่ เลือก ฮีสโตแกรมก็เปนฟงกชันความหนาแนนเชนกัน แตเปนความหนาแนนจากกลุม
ตัวอยางที่เปนขอมูลจริง สิ่งที่พิจารณาในกราฟความหนาแนน-ฮีสโตแกรมคือดูวากราฟ PDF ใกลเคียงกับ
ฮีสโตแกรมหรือไม เนื่องจากจำนวนชวงหรือจำนวนแทงนี้ยังสงผลตอรูปลักษณของฮีสโตแกรม จึงแนะนำให
ทดลองเปลี่ยนคาจำนวนชวง นอกจากเปรียบเทียบกราฟ PDF กับฮีสโตแกรมในภาพรวมแลว หากมีชวงของ
ขอมูลที่สนใจ เชน สำหรับขอมูลจำนวนไมลที่วิ่งไดตอแกลลอน (mpg) ในตัวอยางที่ 4.1 สมมติวาชวงของ
คาที่ผูวิเคราะหสนใจ คือ 30-35 หรือหางดานขวา ในรูปที่ 4.14 จะเห็นวาการแจกแจงแบบปกติยังจำลองได
ไมดีนัก ผูวิเคราะหอาจจะเลือกการแจกแจงอื่นที่จำลองพฤติกรรมสุดโตงไดดีกวา เชน การแจกแจงแบบล็อก
นอรมอล
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ควอนไทลพล็อต (Q-Q)

พื้นฐานความคิดของควอนไทลพล็อต คือ ถาการแจกแจงมาตรฐานที่เลือกสอดคลองกับขอมูลจริง ขอมูลเทียม
ที่สรางมาจากการแจกแจงมาตรฐานไมควรดูแตกตางจากขอมูลจริงมากนัก เชน ในตัวอยางที่ 4.1 ใชการ
แจกแจงปกติดวย pµ = 20.1 และ pσ = 5.93 หรือ N(20.1, 5.93) ขอมูลเทียมที่สรางมาจาก N(20.1, 5.93)
ควรใกลเคียงกับขอมูล mpg ในตัวอยาง สมมติให n เปนจำนวนขอมูล การเปรียบเทียบนี้ใชแผนภาพกระจาย
ของคูลำดับที่มาจาก

‚ ขอมูลจริงที่เรียงจากนอยไปมาก

Xr1s ď Xr2s . . . ď Xrns

‚ ขอมูลเทียมที่สรางมาจาก N(20.1, 5.93) โดยใชตัวผกผันของ CDF (Inverse CDF), pF ´1p¨q

pF ´1
ˆ

0.5
n

˙

, pF ´1
ˆ

1.5
n

˙

, . . . , pF ´1
ˆ

n ´ 0.5
n

˙

รูปที่ 4.17 แสดงควอนไทลพล็อตสำหรับตัวอยางที่ 4.1 เปรียบเทียบกับเสน 45˝ (เปนกราฟของฟงกชัน
x “ y) เพื่อชวยเทียบเคียงวาขอมูลจริงกับขอมูลเทียมใกลเคียงกันหรือไม กราฟของควอนไทลที่คอนขางเปน
เสนตรง (อาจไมใช 45˝) แสดงวาชนิดของการแจกแจงที่เลือกนั้นสอดคลองกับขอมูล หากกราฟของควอนไทลนี้
ใกลเคียงกับเสน 45˝ บงบอกวาใชคาพารามิเตอรถูกตอง รูปที่ 4.17 ยืนยันผลของการทดสอบสมมติฐานวา
N(20.1, 5.93) นั้นสอดคลองกับขอมูล เพราะควอนไทลพล็อตใกลเคียงกับเสน 45˝ แต N(20.1, 5.93) ไม
เหมาะกับขอมูลสำหรับคาสุดโตงทั้งสองดาน คือ หางซายและหางขวาเพราะคาควอนไทลเทียมที่สรางมาจาก
N(20.1, 5.93) และของจริงตางกันมาก (หางจากเสน 45˝) ความแตกตางที่ตำแหนงเหลานี้ไมสามารถเห็นได
จากการทดสอบสมมติฐาน

ขอดีของควอนไทลพล็อตคือไมขึ้นอยูกับการแบงกลุมของขอมูลดังที่ เปนขอจำกัดของฮีสโตแกรม ใน
กรณีที่จำนวนขอมูลไมมากควอนไทลพล็อตเหมาะสมกวากราฟความหนาแนนและฮีสโตแกรม นอกจากนี้
แลวควอนไทลพล็อตยังสามารถแสดงไดวาการแจกแจงมาตรฐานที่เลือกนั้นไมพอดีกับขอมูลจริงที่ชวงคาใด
ซอฟตแวรทางสถิติ เชน R มีคำสั่งสำหรับทำกราฟนี้โดยเฉพาะ (อานวิธีทำจาก Ricci 2005)

เนื้อหาทั้งหมดที่นำเสนอในหัวขอ 4.3 ตั้งอยูบนสมมติฐานที่วามีขอมูลจริง แตในบางกรณี ผูวิเคราะหอาจ
ไมมีขอมูล เชน ในกรณีที่ระบบที่สนใจยังไมมีอยูจริง หัวขอถดไปจะกลาวถึงการจำลองตัวแปรนำเขาในกรณีนี้

4.4 การจำลองตัวแปรนำเขาเมื่อไมมีขอมูล
เมื่อไมมีขอมูลจริงสำหรับจำลองตัวแปรนำเขา ผูวิเคราะหจำเปนตองหาแหลงขอมูลอื่น: ขอมูลหรือมาตรฐาน
เชิงวิศวกรรม, ขอบังคับทางกฎหมาย, หรือการจัดลำดับโดยองคกร อาจสามารถใหคากลาง ๆ ได เชน ความเร็ว
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รูปที่ 4.17: ควอนไทลพล็อตสำหรับขอมูล mpg ในชุด mtcars ของซอฟตแวร R

ของรถบรรทุกบนทางหลวง, ความเห็นของผู เชี่ยวชาญ เชน เจาหนาที่ที่หนางานหรือซัพพลายเออรที่ขาย
เครื่องจักรหรืออุปกรณอาจใหคาประมาณของปริมาณงาน (Throughput) ที่ไหลออกจากเครื่อง, ขอจำกัด
ทางกายภาพหรือทางสามัญสามารถกำหนดขอบเขตได เชน ความเร็วในการเดินของมนุษย นอกจากนี้แลวพื้น
ฐานทางกายภาพของกระบวนการสุมยังชวยเสนอแนะการแจกแจงความนาจะเปนที่สอดคลองได เชน อาจใช
ตัวแปรสุมแบบไวบูลเพื่อจำลองอายุขัยของอุปกรณดังที่ไดกลาวไปแลวในหัวขอที่ 4.2.1 วิธีตอไปนี้สามารถนำ
มาใชจำลองขอมูลนำเขาในกรณีที่ไมมีขอมูลจริงได

4.4.1 วิธีจุดพัก
วิธีจุดพัก (Breakpoint method) มีประโยชนสำหรับจำลองตัวแปรนำเขาที่มีคาที่เปนไปไดหลากหลาย เชน
ปริมาณขายใน 1 ปหรือจำนวนชั่วโมงทำงานลวงเวลา (Overtime, OT) ทั้งหมด แบบจำลองความนาจะเปน
ที่ใชขึ้นอยูกับขอมูลที่มี (ความละเอียดของแบบจำลองเรียงจากนอยไปมาก) ดังนี้

‚ ขอบเขตบนและขอบเขตลาง เชน ยอดขายสินคา Om ไมต่ำกวา 1000 (ขอบเขตลาง) แตไมเกิน 5000
หนวย (ขอบเขตบน)
การแจกแจงที่ใช คือ สม่ำเสมอแบบตอเนื่อง (สำหรับคาสุมที่ตอเนื่อง) หรือ สม่ำเสมอแบบไมตอเนื่อง
(สำหรับคาสุมที่ไมตอเนื่อง) โดยกำหนดใหขอบเขตลาง a = 1000 และขอบเขตบน b = 5000 สำหรับ
PDF หรือ PMF ในตารางที่ 4.12
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ขอสังเกต แบบจำลองนี้ไมคอยเหมาะสมในเชิงปฏิบัตินัก เพราะใหคาทุกคาในชวง ra, bs มีความนาจะ
เปนที่จะเกิดขึ้นเทา ๆ กัน หมายความวาคาสุดโตงมีโอกาสเกิดเทา ๆ กับคาตรงกลาง ซึ่งอาจไมสมจริง
ทั้งนี้หากตองการใหแบบจำลองสามารถรองรับความไมแนนอนสูง (Conservative) หรือไมสามารถหา
ขอมูลเพิ่มเติมได ก็อาจใชการแจกแจงแบบสม่ำเสมอได

‚ ขอบเขตบน, ขอบเขตลาง, และคาที่เปนไปไดมากที่สุด เชน ยอดขายสินคา Om ไมต่ำกวา 1000 แต
ไมเกิน 5000 หนวย และคาที่เปนไปไดมากที่สุด คือ 3500
การแจกแจงที่ใช คือ สามเหลี่ยม โดยกำหนดให a = 1000, b = 5000 และ c = 3500 สำหรับ PDF ใน
ตารางที่ 4.13
ขอสังเกต สำหรับกรณีที่ไมมีขอมูลจริง การแจกแจงสามเหลี่ยมดีกวาการแจกแจงแบบสม่ำเสมอ เพราะ
ใหสารสนเทศที่มากกวา

‚ ขอบเขตบน, ขอบเขตลาง, และจุดพัก 2-3 จุดระหวางคาขอบเขต (คาของตัวแปรสุมและความนาจะ
เปนที่นอยกวาคานั้น) เชน ยอดขายสินคา Om ไมต่ำกวา 1000 แตไมเกิน 5000 หนวย และ

คายอดขาย (x) โอกาสที่ยอดขายจริง ď x

2000 25%
3500 75%
4500 99%

การแจกแจงที่ใช คลายการแจกแจงตามตัวอยาง แตความนาจะเปนของแตละชวงไมเทากัน ดังแสดง
ดวย CDF ในรูปที่ 4.18
ขอสังเกต ใหระบุจุดพักเทาที่สามารถมั่นใจวาเชื่อถือได ปกติมีจุดพักอยางมาก 3 คาในกรณีที่ไมมีขอมูล
จริง; พยายามกำหนดคาจุดพักใกลคาสุดโตง (คาต่ำมาก ๆ หรือคาสูงมาก ๆ) หากเปนไปได เพราะคา
สุดโตงมักเปนคาที่แปลกกวาคาทั่วไป; หากไมไดคำตอบเวลาสัมภาษณเก็บขอมูล อาจทดลองเปลี่ยน
คำถาม โดยมากแลวคนทั่วไปจะสามารถประมาณความนาจะเปนที่จะเกินคาใดคาหนึ่ง (สมมติ x) ได
งายกวาใหบอกความนาจะเปนที่จะไมเกินคา x

4.4.2 วิธีคาเฉลี่ยและความแปรปรวน
วิธีนี้เหมาะกับตัวแปรนำเขาที่มีคาที่เปนไปไดหลากหลาย เชน ยอดขายรวมของชาเขียวที่รานสะดวกซื้อใน
รอบไตรมาส จำนวนชั่วโมงรวมที่เครื่องจักรหยุดพักเพื่อซอมบำรุง นอกจากนี้แลวยังเปนประโยชนในกรณีที่
ความแปรปรวนมีคาเปนสัดสวนของคาเฉลี่ย แบบจำลองตอไปนี้เรียงลำดับจาก Information นอยจนถึงมาก
ดังนี้
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รูปที่ 4.18: CDF ของแบบจำลองความนาจะเปนสำหรับวิธีจุดพัก

‚ คาเฉลี่ยและความแปรปรวนรอบคาเฉลี่ย เชน ปที่แลวยอดขายสินคาเสื้อยืดโลโกมหาวิทยาลัยคือ
1,000 ตัว ปนี้คาดวายอดขายจะเพิ่มขึ้น 15% โดยมีความแกวงประมาณ 5% มากหรือนอยกวาคาเฉลี่ย
ตัวแปรสุมที่จำลองคือยอดขายปนี้
การแจกแจงที่ใช คือ ปกติที่ µ “ 1000 ` p0.15 ˆ 1000q “ 1150 และ σ “ 0.05 ˆ 1150 “ 57.5

ขอสังเกต อาจตองปดคาที่สุมไดจากการแจกแจงแบบปกติใหเปนจำนวนเต็ม นอกจากนี้หากความแกวง
มากกวา 33% ของคาเฉลี่ย คาที่สุมไดอาจติดลบ หากตัวแปรนำเขาเปนคาที่ไมควรติดลบ อาจตองตรวจ
สอบคาที่สุมไดและเปลี่ยนคาใหเปนศูนยหรือคาบวกอื่น เชน ในไมโครซอฟทเอกซเซลหากตองการปด
คาลบใหเปนศูนย สมมติให B1 เก็บคาที่สุมมาจากการแจกแจงแบบปกติ ใช if(B1< 0, 0, B1)

‚ คาเฉลี่ย, ความแปรปรวนรอบคาเฉลี่ย, ขอบเขตบน, และขอบเขตลาง เชน ปที่แลวยอดขายสินคา
เสื้อยืดโลโกมหาวิทยาลัยที่สหกรณเปน 1,000 ตัว ปนี้คาดวายอดขายจะเพิ่มขึ้น 15% โดยมีความแกวง
ประมาณ 5% มากหรือนอยกวาคาเฉลี่ย แตยอดขายจะไมต่ำกวา 800 ตัวและไมเกิน 1,500 ตัว
การแจกแจงที่ใช คือ ปกติที่ µ = 1150, σ = 57.5 และคาที่นอยที่สุด 800 สวนคาที่มากที่สุด 1500 ตัว
ขอสังเกต สามารถใชฟงกชัน min() และ max() เพื่อตรวจสอบคาที่สุมไดวาอยูในชวงที่ตองการหรือไม
เชนในไมโครซอฟทเอกซเซลและพ็อพทูล ใช min(1500, max(dNormalDev(1150, 57.5), 800))
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4.4.3 วิธีจำลองผลลัพธแบบไมตอเนื่อง

วิธีนี้ใชสำหรับจำลองเหตุการณไมตอเนื่อง เชน ไดขายหรือไมไดขาย สินคาพรอมที่จะสงในไตรมาสที่ 1, 2
หรือ 3 ขอมูลที่ตองการคือความนาจะเปนที่จะเกิดเหตุการณแตละอยางโดยที่ความนาจะเปนรวมเปน 100%

ตัวอยางที่ 4.3. ผูประกอบการรายหนึ่งมีโอกาส 80% ที่จะไดวางขายสินคาที่หางคาปลีกขนาดใหญ: ถาได
วางขาย มีโอกาส 10% ที่จะเริ่มขายในไตรมาสแรก, 50% ที่จะเริ่มขายในไตรมาสที่สอง, และ 40% ที่จะเริ่ม
ขายในไตรมาส 3 ยอดขายมีมูลคา 250,000 บาทตอไตรมาสที่ไดขาย ตารางที่ 4.14 แสดงแบบจำลองบนเอก
ซเซลที่ใชพ็อพทูลเพื่อสุมคา เซลล B6 เก็บคาผลลัพธวาไดเซ็นสัญญาขายหรือไม ซึ่งจำลองดวยตัวแปรสุมแบบ
เบอรนูลลี แตพ็อพทูลมีแตการแจกแจงแบบทวินาม จึงใชการแจกแจงแบบทวินามเมื่อสุม 1 ครั้งแทนเบอรนู
ลลี หรือจะใช dDiscreteDev ที่มีผลที่เปนไปได 2 คาคือ 0 และ 1 ดวยความนาจะเปน 0.2 และ 0.8 ตาม
ลำดับก็ได; เซลล B7 แสดงลำดับไตรมาสที่เริ่มขาย ซึ่งจำลองดวยแบบจำลองพหุนาม; ยอดขายรวมทั้งปอยู
ในเซลล B8 โดยตองตรวจสอบเงื่อนไขวาไดเซ็นสัญญาหรือไม ในทางตรรกศาสตร คาบวกคือ”จริง” และคา
ศูนยคือ”เท็จ” ถาไดขาย ยอดขายขึ้นอยูกับไตรมาสที่ไดเริ่มขาย เชน ถาไดเริ่มขายตั้งแตไตรมาสแรก จำนวน
ไตรมาสที่ไดขายคือ 5-1 = 4 เปนตน

l

ตารางที่ 4.14: แบบจำลองพ็อพทูลสำหรับตัวอยางที่ 4.3

A B C
1 ไตรมาส ความนาจะเปน
2 1 0.1
3 2 0.5
4 3 0.4
5
6 ไดเซ็นสัญญาขาย? 1 B6=dBinomialDev(1, 0.8)

7 ไตรมาสที่เริ่มขาย 2 B7=dDiscreteDev(A2:A4, B2:B4)

8 ยอดขายรวมตอป 750,000 B8=IF(B6, (5-B7)*250000,0)

เมื่อไมมีขอมูลจริงสำหรับกำหนดตัวแปรนำเขาในแบบจำลอง จำเปนที่จะตองทำการวิเคราะหความไว
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4.4.4 การวิเคราะหความไว
คำแนะนำคือใหใสใจพิจารณาสวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน และขอบเขตตาง ๆ ใหทดลองเปลี่ยนคาเหลานี้วาจะสง
ผลกระทบตอเอาทพุทที่เปนดัชนีชี้วัดมากหรือไม เชน วิธีจุดพักในหัวขอ 4.4.1 การแจกแจงสามเหลี่ยมที่มีคา
พารามิเตอรสำหรับขอบเขตลางคือ a และขอบเขตบนคือ b ผูวิเคราะหอาจเลื่อนคา a และ b แลวสังเกตดูผลก
ระทบที่มีตอเอาทพุท สำหรับการแจกแจงแบบปกติในหัวขอ 4.4.2 อาจเพิ่มหรือลดสวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน
เพื่อดูวามีความเปลี่ยนแปลงในเอาทพุทอยางเดนชัดหรือไม ในกรณีที่มีตัวแปรนำเขาหลายตัว อาจเลือก
วิเคราะหความไวเฉพาะกับตัวแปรนำเขาที่สำคัญที่สงผลตอเอาทพุทมาก

4.5 บทสงทาย
บทนี้กลาวถึงการเลือกแบบจำลองความนาจะเปนในกรณีที่มีขอมูลจริงและไมมีขอมูล ใชไดสำหรับชุดขอมูล
ที่อนุมานไดวาเปนอิสระตอกันและไมมีแนวโนม หากขอมูลมีคาสหสัมพันธในตัวเองหรือขึ้นอยูกับเวลา ผู
วิเคราะหควรใชแบบจำลองอื่น สามารถอานเพิ่มเติมเบื้องตนไดจาก Banks et al. (2005) และ Law (2006)
ผูเขียนจบบทนี้ดวยขอผิดพลาดที่พบบอย เพื่อใหผูอานไดพิจารณาวาเขาขายเหลานี้บางหรือไม

ความผิดพลาดที่พบบอย
‚ กรณีที่ซอฟตแวรสำเร็จรูปสามารถเสนอรูปแบบการแจกแจงได ผูใชเชื่อซอฟตแวรโดยไมทราบวาการ

แจกแจงไดรับเลือกดวยเกณฑอะไร และไมไดพิจารณาวาเกณฑนั้น ๆ เหมาะสมหรือไมกับขอมูลที่มี
นอกจากนี้ ผูใชมักเลือกการแจกแจงนั้นโดยไมพิจารณาปจจัยอื่น ๆ ประกอบ เชน ลักษณะทางกายภาพ,
กราฟความหนาแนน-ฮีสโตแกรมและควอนไทลพล็อต, และคาสถิติที่ไดจากการทดสอบสมมติฐาน เชน
p´value

‚ ไมแยกแยะวาขอมูลใดเปนขอมูลนำเขา ขอมูลใดเปนขอมูลนำออก เชน ในระบบแถวคอย ขอมูลนำเขา
พื้นฐานมีจำนวนที่ลูกคามาถึงในหนึ่งหนวยเวลา, เวลาในการใหบริการ, และจำนวนผูใหบริการ ตัวอยาง
ของขอมูลนำออก เชน เวลารอคอยของลูกคาจนกวาจะไดรับบริการ, หรือเวลารวมในระบบ ผูวิเคราะห
จำเปนตองกำหนดการแจกแจงของขอมูลนำเขาเพื่อใชจำลองความไมแนนอนในแบบจำลอง และใช
ขอมูลนำออกสำหรับตรวจสอบความถูกตองของตัวแบบดวยการเปรียบเทียบคาจริงที่เก็บไดจากหนา
งาน กับเอาทพุทที่ไดจากแบบจำลอง (หัวขอ 9.3)
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แบบฝกหัด
4.1. จงเลือกคำตอบที่ถูกตอง อาจมีมากกวาหนึ่งขอ

(i) สิ่งใดตอไปนี้ขึ้นอยูกับการแบงกลุมขอมูล
a. การทดสอบแบบไคสแควร
b. การทดสอบแบบโคโมโกรอฟ-สเมอรนอฟ
c. กราฟความหนาแนน-ฮีสโตแกรม
d. ควอนไทลพล็อต

(ii) เมื่อมีขอมูลจำนวนมาก มีนัยวาอยางไร
a. มีโอกาสที่จะเห็นคาสุดโตงมากกวา
b. สามารถคนพบการแจกแจงที่แทจริงไดงายขึ้น
c. อาจเปนไดวาไมมีการแจกแจงใดสอดคลองกับขอมูล
d. การแจกแจงที่เลือกจะเปนตัวแทนของกระบวนการสุมที่แทจริงไดดีขึ้น

(iii) เมื่อมีขอมูลจำนวนนอย มีนัยวาอยางไร
a. การทดสอบความสอดคลองของการแจกแจงทำงานไดดีกวาเมื่อมีขอมูลจำนวนมาก
b. ไมควรใชการจำลองสถานการณ
c. การแจกแจงความนาจะเปนหลายอันดูนาจะสอดคลอง
d. เราควรลองใชแบบจำลองความนาจะเปนหลาย ๆ อันเพื่อพิจารณาวาผลการจำลองจะเปลี่ยนแปลง

มากหรือไม

4.2. อายุการใชงานของอะไหลชิ้นหนึ่งมีการแจกแจงแบบเอ็กซโพเนนเชียลดวยคาเฉลี่ย 5 ป และอะไหลนี้
ถูกใชงานอยางตอเนื่องมาแลว 5 ป ใหคำนวณความนาจะเปนที่อะไหลนี้จะยังใชตอไปไดอีก 5 ป

4.3. พิจารณาการทดสอบความแข็งแรงของการเชื่อมที่รอยตอจนกวาจะแตกหัก การแตกหักที่จุดเชื่อมเกิด
ขึ้นดวยสัดสวน 80% และอีก 20% เกิดที่แทงโลหะ มีการทดสอบชิ้นงานหลายชิ้น โดยที่การทดสอบ
เหลานี้เปนอิสระตอกัน ใหกำหนดการแจกแจงและพารามิเตอรที่เหมาะสมสำหรับคาสุมที่สนใจดังตอไป
นี้ และคำนวณคำตอบที่เปนตัวเลข

(i) การแตกหักที่จุดเชื่อมเกิดขึ้นครั้งแรก เมื่อทดสอบครั้งที่ 4
(ii) การแตกหักครั้งที่ 3 เกิดขี้นเมื่อทดสอบครั้งที่ 6
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4.4. ขอมูลตอไปนี้เปนจำนวนครั้งที่เสนดายขาดตอเครื่องทอหนึ่งเครื่อง (ทุกเครื่องใชดายที่มีความยาวเทา
กัน) ดังนี้

26 30 54 25 70 52 51 26 67 18 21 29 17 12 18 35
30 36 36 21 24 18 10 43 28 15 26 27 14 29 19 29
31 41 20 44 42 26 19 16

(i) สรางฮีสโตแกรมสำหรับขอมูลนี้
(ii) ใชการทดสอบความเหมาะสมของการแจกแจง เพื่อเลือกการแจกแจงมาตรฐานสำหรับขอมูลนี้ ให

ใช α = 5% สังเกตวาขอมูลนี้เปนขอมูลแบบไมตอเนื่องเพราะเปนจำนวนครั้ง ระบุการแจกแจง
และพารามิเตอร

(iii) สรางควอนไทลพล็อต โดยเปรียบเทียบขอมูลตามตัวอยางกับคาสุมที่สรางมาจากการแจกแจงที่
เลือกในขอ (4.4.ii)

4.5. ขอมูลเหลานี้เปนเวลาในการประกอบชิ้นสวน 1 ชิ้น (นาที) ดังนี้

5.1 4.9 4.7 4.6 5.0 5.4 4.6 5.0 4.4 4.9 5.4 4.8 4.8 4.3 5.8
5.7 5.4 5.1 5.7 5.1 5.4 5.1 4.6 5.1 4.8 5.0 5.0 5.2 5.2 4.7
4.8 5.4 5.2 5.5 4.9 5.0 5.5 4.9 4.4 5.1

(i) สรางฮีสโตแกรมสำหรับขอมูลนี้
(ii) ใชการทดสอบความเหมาะสมของการแจกแจง เพื่อเลือกการแจกแจงมาตรฐานสำหรับขอมูลนี้ ให

ใช α = 5% สังเกตวาขอมูลนี้เปนขอมูลแบบตอเนื่อง ระบุการแจกแจงและพารามิเตอร
(iii) ใชการทดสอบแบบโคโมโกรอฟ-สเมอรนอฟ เพื่อเลือกการแจกแจงมาตรฐานสำหรับขอมูลนี้ ใหใช

α = 5% ระบุการแจกแจงและพารามิเตอร
(iv) สรางควอนไทลพล็อต โดยเปรียบเทียบขอมูลตามตัวอยางกับการแจกแจงที่เลือกในขอ (4.5.ii)

4.6. มีขอมูล 100 คาที่มีคาเฉลี่ยตัวอยาง 5.1 และความแปรปรวนจากตัวอยางที่ 25.5 สันนิษฐานวาขอมูลนี้
มาจากการแจกแจงที่คอนขางสมมาตร ใหประมาณความนาจะเปนที่คาสุมที่จะเก็บไดคาตอไปอยูในชวง
4.5 ถึง 5.5
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สถิติเปนพื้นฐานที่จำเปนสำหรับการวิเคราะหผลที่ไดจากแบบจำลอง เพราะคาเอาทพุทของแบบจำลอง
เปนคาสุม สืบเนื่องมาจากแบบจำลองมีตัวแปรนำเขาเปนคาสุม ดังนั้นเอาทพุทของแตละรอบทำซ้ำจึงไม
เหมือนกัน หากไมพิจารณาความไมแนนอนในคาเอาทพุทนี้ การตีความอาจผิดพลาดหรือนำไปสูการตัดสิน
ใจที่ ไม เหมาะสม วิธีการวิเคราะหผลขึ้นอยูกับประเภทของการจำลองสถานการณในแงกรอบเวลา (Time
frame) จุดมุงหมายหลักของการวิเคราะหผลคือการควบคุมคาความผิดพลาดในการประมาณคาดัชนีชี้วัด
ดวยแบบจำลอง บทนี้มีหัวขอหลัก ๆ ดังนี้

‚ การออกแบบการทดลอง ในแงของจำนวนรอบทำซ้ำที่ควรใชประมวลผล

‚ การวิเคราะหผลที่ไดจากการประมวลผล

เครื่องมือทางสถิติที่ใชในการวิเคราะหผลขึ้นอยูกับลักษณะของขอมูลวาเปนอิสระตอกัน (Independent)
และมีการแจกแจงเดียวกัน (Identically distributed) หรือไม ซึ่งเปนผลที่ตามมาจากประเภทของการจำลอง
สถานการณที่เลือก ดังนั้นผูเขียนจึงเริ่มที่หัวขอนี้

5.1 ประเภทของการจำลองสถานการณ
การแยกแยะวาการจำลองสถานการณเปนชนิดใดขึ้นอยูกับวัตถุประสงคของการศึกษาวาสนใจการดำเนินงาน
ของระบบในชวงเวลาจำกัดหรือชวงเวลาไมจำกัด ดังนี้

การจำลองสถานการณแบบสิ้นสุด (Terminating simulation) ซึ่งมีสภาวะของระบบที่เวลาเริ่มตนและ
เวลาสิ้นสุดที่ชัดเจนและแนนอน ดังนั้นความยาวของรอบทำซ้ำจึงจำกัดและมีการนิยามอยางแนนอน เชน
ธนาคารที่เปดทำการตอน 8.30 น. ไมมีลูกคารอภายใน พนักงานที่หนาเคานเตอรทุกคนพรอมที่จะใหบริการ
และธนาคารปดเวลา 15.30 น. หรือเมื่อลูกคาคนสุดทายออกจากธนาคาร; โครงการเริ่มในวันที่เซ็นสัญญา
ไว และจะสิ้นสุดเมื่อกิจกรรมทุกอยางไดเสร็จสิ้นลง; พอรตโฟลิโอการลงทุนที่สนใจในผลตอบแทนในรอบ 1
ไตรมาส; ดัชนีชี้วัดที่เปนเอาทพุทมักขึ้นอยูกับสภาวะของระบบที่เวลาเริ่มตนและเวลาสิ้นสุด ดังนั้นการตั้งคา
สภาวะเริ่มตนจึงเปนสิ่งสำคัญ เชน สมมติวาตองการประมาณเวลารอคอยของลูกคาที่ธนาคารในชวงที่ลูกคา
เขามามากระหวางพักเที่ยง แลวผูวิเคราะหจำลองระบบแคเฉพาะ 12-13 น. และตั้งคาจำนวนลูกคาในระบบ
เปนศูนย ณ เวลาที่แบบจำลองเริ่มตนที่ 12 น. คาเวลารอคอยของลูกคาที่ประมาณไดอาจต่ำเกินจริง วิธีแกไข
คืออาจเริ่มประมวลผลแบบจำลองตั้งแตเวลาที่ธนาคารเปดจริงคือ 9 น. แตใหแบบจำลองเก็บคาสถิติเฉพาะ
ชวง 12-13 น.

การจำลองสถานการณแบบไมสิ้นสุด (Non-terminating simulation) หรือที่กำหนดให เกิดสภาวะ
คงตัว (Steady-state simulation) สนใจที่การดำเนินงานของระบบในระยะยาว ยาวจนกระทั่งสภาวะของ
ระบบที่จุดเริ่มตนไมสงผลตอเอาทพุท และสภาวะของระบบที่เวลาสิ้นสุดมักไมนิยามชัดเจน เชน ระบบการ
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ผลิตที่ทำงานตลอด 24 ชั่วโมง; ระบบการผลิตที่ทำงาน 2 กะตอวันโดยที่สภาวะสิ้นสุดของวันนี้เปนสภาวะเริ่ม
ตนของวันถัดไป; ธุรกรรมของรานสะดวกซื้อที่เปดตลอดเวลา, ระบบอินเตอรเน็ต, หองฉุกเฉินที่โรงพยาบาล,
หรือศูนยแจงเหตุดวนเหตุราย ในการใชงานจริงผูวิเคราะหตองแนใจวาระยะเวลาการประมวลผลยาวเพียง
พอที่ผลกระทบของสภาวะเริ่มตนแทบจะไมสงผลตอเอาทพุท

บางครั้งผูวิเคราะหไมสามารถจำแนกชนิดของการจำลองชัดเจน ระบบหลายประเภทสามารถจำลองได
ทั้งแบบสิ้นสุดและแบบใหเกิดสภาวะคงตัว แตจะเปนชนิดใดขึ้นอยูกับจุดประสงคของดัชนีชี้วัดที่ตองการ
ประมาณ ตารางที่ 5.1 แสดงตัวอยางของกรณีเชนนี้ ทั้งนี้การวิเคราะหทางสถิติสำหรับการจำลองสถานการณ
แบบเวลาสิ้นสุดงายกวาแบบไมสิ้นสุด จึงเปนที่นิยมมากกวา แตการจำลองสถานการณแบบไมสิ้นสุดก็เหมาะ
สมกับระบบบางชนิดที่ทำงานตลอด 24 ชั่วโมงจริง ๆ หรือเมื่อตองการออกแบบใหระบบสามารถรองรับความ
ตองการในชวงขีดสุด (Peak) เชน เพื่อกำหนดจำนวนเจาหนาที่หองฉุกเฉินใหรองรับชวงเทศกาลสงกรานต
หรือปใหมได หรือระบบคอมพิวเตอรเซิรฟเวอรชวงที่มีผูใชมาก ๆ เชน ชวงเย็น แตระบบที่ออกแบบสำหรับ
รองรับชวงขีดสุดอาจมีขีดความสามารถ (Capacity) สูงเกินไปหากวาชวงขีดสุดเปนชวงสั้น ๆ

เนื้อหาสวนใหญในบทนี้จะกลาวถึงเรื่องการวิเคราะหผลสำหรับการจำลองแบบสิ้นสุด และอธิบายเรื่อง
การวิเคราะหผลสำหรับการจำลองแบบไมสิ้นสุดเล็กนอยในหัวขอที่ 5.4 เพื่อใหผูอานเขาใจการประมาณคา
ดัชนีชี้วัดจากเอาทพุท จึงขออธิบายชนิดของกระบวนการสุมในหวขอถัดไป

ตารางที่ 5.1: ตัวอยางเปรียบเทียบประเภทการจำลองสถานการณ

สถานการณทางกายภาพ การจำลองแบบสิ้นสุด การจำลองแบบ
ใหเกิดสภาวะคงตัว

แถวคอยที่มีผูใหบริการ 1 คน เวลารอคอยเฉลี่ยจนกวาจะไดรับ เวลารอคอยจนกวา
บริการของลูกคา 25 คนแรก จะไดรับบริการ
เมื่อระบบเริ่มดวยวางงาน เฉลี่ยระยะยาว

ระบบการผลิต จำนวนชิ้นที่ผลิตได จำนวนชิ้นที่ผลิตไดตอวันเฉลี่ย
ตอวันเฉลี่ยเมื่อมีงานคาง ตอวันเฉลี่ย
อยูในระบบตอนเริ่มตน

ระบบประเมินความนาเชื่อถือ
อายุการใชงานเฉลี่ยหรือ

ความนาจะเปนที่อายุการใชงาน อาจไมเหมาะ
เกิน 1 ป เมื่อชิ้นสวนทุกชิ้น

ใหมและใชงานได
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5.2 กระบวนการสุม

เอาทพุทของแบบจำลองเปนกระบวนการสุมซึ่งแยกไดเปน 2 ชนิด ตามลักษณะการเกิดขึ้นของขอมูล ดังนี้
กระบวนการสุมแบบเวลาไมตอเนื่อง (Discrete-time random process) หรือขอมูลเชิงนับ (Tally

data) เปนขอมูลที่มีลำดับชัดเจน: ที่หนึ่ง, ที่สอง, ที่สาม, และอื่น ๆ เชน เวลารอคอยของลูกคาแตละคน,
จำนวนครั้งที่สงสินคาตรงเวลาในแตละเดือน, ผลกำไรในแตละไตรมาส, เวลาในระบบของงานซอมแตละงาน
ตัวอยางของกระบวนการสุมแบบเวลาไมตอเนื่องแสดงในรูปที่ 5.1 ซึ่งเปนเวลาในระบบของลูกคา 10 คน ดัชนี
ชี้วัดที่สามารถคำนวณไดจากขอมูลนี้ก็เชน

เวลาเฉลี่ยในระบบ ĎW pMq “

řM
i“1 Wi

M
(5.1)

สัดสวนของลูกคาที่อยูในระบบเกิน 1.5 หนวยเวลา “
1

M

M
ÿ

i“1
ItWi ě 1.5u,

เมื่อ ItWi ě 1.5u “

$

&

%

1 ถา Wi ě 1.5

0 ถา Wi ă 1.5

ฟงกชัน ItEu มีชื่อวาฟงกชันบงชี้ (Indicator function) ซึ่งใหผลเปนคาจริงทางตรรกะหรือ 1 ถาเหตุการณ
E เปนจริง และใหผลเปนคาเท็จทางตรรกะหรือ 0 ถาเหตุการณ E เปนเท็จ สังเกตวาสัดสวนของลูกคาที่อยู
ในระบบเกิน 1.5 หนวยเวลาคือจำนวนลูกคาที่มีเวลาในระบบเกิน 1.5 หารดวยจำนวนลูกคาทั้งหมดในกลุม
ตัวอยาง

ตัวอยางที่ 5.1. จากรูปที่ 5.1 ซึ่งกราฟของเวลาในระบบของลูกคา 10 คนดังนี้

1.595, 1.452, 1.657, 1.504, 1.607, 1.465, 1.621, 1.601, 1.401, 1.833

สามารถคำนวณดัชนีชี้วัดไดดังนี้

เวลาเฉลี่ยในระบบ ĎW p10q “
1
10

10
ÿ

i“1
Wi

“
1
10

10
ÿ

i“1
p1.595 ` 1.452 ` . . . ` 1.833q

“ 1.574 หนวยเวลา
สัดสวนของลูกคาที่อยูในระบบ “

1
M

M
ÿ

i“1
ItWi ě 1.5u
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เกิน 1.5 หนวยเวลา “
1
10

10
ÿ

i“1
pIt1.595 ě 1.5u ` It1.452 ě 1.5u ` . . .

`It1.833 ě 1.5uq

“
1
10

10
ÿ

i“1
p1 ` 0 ` . . . ` 1q “ 0.7 l

รูปที่ 5.1: เวลาในระบบของลูกคา (กระบวนการสุมแบบเวลาไมตอเนื่อง)

กระบวนการสุมแบบเวลาตอเนื่อง (Continuous-time random process) หรือขอมูลที่เกี่ยวเนื่องกับ
เวลา (Time-persistent data) ไมมีลำดับที่ ๆ ชัดเจน เชน จำนวนคนไขในระบบที่เวลา t, จำนวนพนักงานที่
กำลังทำงานที่เวลา t, จำนวนเครื่องจักรที่เสีย ณ เวลา t ตัวอยางของกระบวนการสุมแบบเวลาตอเนื่องแสดง
ในรูปที่ 5.2 ซึ่งเปนกราฟจำนวนลูกคาในระบบ ณ เวลา t บางดัชนีชี้วัดที่สามารถคำนวณไดจากขอมูลนี้ก็เชน

จำนวนลูกคาในระบบเฉลี่ย sL “
1
T

ż T

0
Lptqdt (5.2)

สวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของ L, SL “

d

1
T

ż T

0
pLptq ´ sLq2dt (5.3)

สัดสวนของเวลาที่มีลูกคาอยางนอย 2 คนในระบบ “
1
T

ż T

0
ItLptq ě 2udt, (5.4)

เมื่อ ItLptq ě 2u “

$

&

%

1 ถา Lptq ě 2

0 ถา Lptq ă 2

สังเกตวาการหาคาเฉลี่ยสำหรับกระบวนการสุมแบบไมตอเนื่องใชการบวก (เชน สมการที่ 5.1) แตการ
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คำนวณคาเฉลี่ยสำหรับเวลาตอเนื่องใชการหาปริพันธหรือหาพื้นที่ใตกราฟ (เชน สมการที่ 5.2) เพราะการหา
ปริพันธคือการบวกเมื่อจำนวนคาที่นำมารวมกันเปนอนันต ตัวอยางที่ 5.2 แสดงการคำนวณจำนวนลูกคาใน
ระบบเฉลี่ย

รูปที่ 5.2: จำนวนลูกคาในระบบที่เวลาตาง ๆ (กระบวนการสุมแบบเวลาตอเนื่อง)

ตัวอยางที่ 5.2. จากรูปที่ 5.2 สามารถคำนวณดัชนีชี้วัดจากพื้นที่ใตกราฟ เมื่อ T “ 100 ไดดังนี้

จำนวนลูกคาในระบบเฉลี่ย sL “
140
100

“ 1.4 (5.5)
สัดสวนของเวลาที่มีลูกคาอยางนอย 2 คนในระบบ “

40
100

“ 0.4 หรือ 40% (5.6)

ในสมการ (5.5) พื้นที่ใตกราฟในรูปที่ 5.2 คือ 140 และในสมการ (5.6) พื้นที่ใตกราฟของฟงกชันบงชี้ (5.4)
คือ 40 l

กระบวนการที่เวลาตอเนื่องที่สำคัญอีกอันหนึ่ง คือ สัดสวนของเวลาที่ทำงานจริง (Utilization, ρ) ในกรณี
ที่มีผูใหบริการ 1 คน สามารถคำนวณ ρ ไดจากการคำนวณพื้นที่ใตกราฟของฟงกชัน Bptq ที่มีนิยามดังนี้

Bptq “

$

&

%

1 ถาผูใหบริการกำลังทำงาน ณ เวลา t

0 ถาผูใหบริการวาง ณ เวลา t

รูปที่ 5.3 แสดงกราฟของ Bptq ซึ่งนำมาคำนวณ ρ ไดดังนี้

ρ “
1
T

ż T

0
Bptqdt
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หากมีผู ใหบริการมากกวา 1 คน สัดสวนของเวลาที่ทำงานจริงจะคำนวณจากสัดสวนของจำนวนผู ให
บริการที่ทำงาน ณ เวลา t, Sptq, เฉลี่ย เมื่อเทียบกับจำนวนผูใหบริการทั้งหมด (n) ดังนี้

ρ “
1
n

˜

1
T

ż T

0
Sptqdt

¸

ตัวอยางที่ 5.3 แสดงวิธีการคำนวณสัดสวนของเวลาที่ทำงานจริง

รูปที่ 5.3: ฟงกชันที่แสดงวาผูใหบริการทำงานอยูหรือไม (1 คือกำลังทำงานอยู และ 0 คือวาง)

ตัวอยางที่ 5.3. จากรูปที่ 5.3 สามารถคำนวณสัดสวนของเวลาที่ทำงานจริงไดดังนี้

ρ “
1

100
pp75 ´ 5q ` p95 ´ 80qq “ 85%

l

ในการจำลองแบบเหตุการณสิ้นสุด การทดลองก็คือการประมวลผลหลาย ๆ รอบทำซ้ำจากเวลา 0 ถึงเวลา
ที่สิ้นสุด TE หัวขอตอไปกลาวถึงประเด็นหลักที่ตองคำนึงถึง

5.3 การวิเคราะหผลสำหรับการจำลองสถานการณแบบสิ้นสุด
ประเด็นที่ผูวิเคราะหควรตอบตนเองได มีดังนี้

‚ ดัชนีชี้วัดใดที่ตองการ
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‚ จะประเมินความผิดพลาดในคาประมาณของดัชนีชี้วัดอยางไร
‚ จะประเมินผลดวยกี่รอบทำซ้ำ
สมมติวาแบบจำลองประเมินเวลาสงมอบโครงการอันหนึ่ง (Y ) ถึงแมผูวิเคราะหไดกำหนดแลววาดัชนีชี้วัด

หลักคือ Y คาสถิติที่เกี่ยวของกับ Y มีหลากหลาย เชน

1. คาเฉลี่ย µ “ EpY q

2. ความนาจะเปนที่จะเสร็จทันกำหนด PrtY ď cu

3. ควอนไทลหรือเปอรเซ็นไทล ซึ่งคือคา γ ที่ทำใหสมการที่ PrtY ď γu “ p เปนจริง มองอีกนัยหนึ่งคือ
ระดับการดำเนินการที่เกิดขึ้นไดดวยความนาจะเปนที่ผูวิเคราะหกำหนด

คาสถิติเหลานี้ประมาณไดจากเอาทพุทของแบบจำลอง หากทำ R รอบทำซ้ำ จะไดเอาทพุทเวลาที่ทำ
โครงการเสร็จ R คา คือ Y1, Y2, . . . , YR เนื่องจากแตละรอบทำซ้ำใชเลขสุมที่เปนอิสระตอกัน คาเอาทพุท
เหลานี้จึงเปนอิสระตอกัน เพราะวาใชแบบจำลองเดียวกันในทุก ๆ รอบการประมวลผล คาเอาทพุทเหลานี้
จึงมีการแจกแจงเดียวกัน ความเปนอิสระตอกันและมีการแจกแจงเดียวกัน (Independent and identically
distributed, i.i.d.) เปนขอสมมติที่สำคัญมากของเครื่องมือวิเคราะหทางสถิติพื้นฐานที่คนทั่วไปรูจักและที่ใช
เปนสวนใหญในหนังสือเลมนี้ ไมวาจะเปนการทดสอบสมมติฐาน (หัวขอที่ 4.3.1) หรือการคำนวณคาสรุปทาง
สถิติ เชน คาเฉลี่ย, หรือสวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน (หัวขอที่ 2.5.1) ดังนั้นผูวิเคราะหจึงควรตรวจสอบขอสมมติ
i.i.d. วาเปนจริงโดยประมาณสำหรับเอาทพุทที่มีหรือไม ตัวอยางของเอาทพุทจากแบบจำลองที่มีลักษณะ
i.i.d. เชน

‚ แตละรอบทำซ้ำใหเพียงคา ๆ เดียว เชน ในตัวอยางการวางแผนงบประมาณของบริษัทไออีในหัวขอ
ที่ 3.2.2 แตละรอบทำซ้ำใหคาใชจายรวม 5 ป จากตารางที่ 3.7ข จะเห็นวา Y1 “ 5.34 ˆ 106, Y2 “

6.09 ˆ 106, . . . , Y99 “ 5.23 ˆ 106, และ Y100 “ 5.30 ˆ 106

‚ คาเฉลี่ยของคายอยในรอบทำซ้ำนั้น ๆ เชน ในตัวอยางปญหาสินคาคงคลัง (หัวขอที่ 3.4) ตารางที่
3.15ข แสดงผลของแตละรอบทำซ้ำ คอลัมน Var 2 เปนคาสตอกเฉลี่ยซึ่งเปนคาที่คำนวณจากระดับ
สตอกตอนสิ้นวันของทุก ๆ วันในรอบทำซ้ำนั้น Y1 “ 28.03, Y2 “ 26.17, . . . , Y99 “ 31.40, และ
Y100 “ 29.77

สิ่งที่พึงระวังคือเอาทพุทที่เกิดขึ้นในรอบทำซ้ำเดียวกันอาจไมเปนอิสระตอกัน เชน สำหรับตัวอยางสินคา
คงคลังในหัวขอที่ 3.4 ระดับสินคาคงคลังของสิ้นวันที่ t ` 1 คือ ระดับสินคาคงคลังของวันที่ t บวกดวยสินคาที่
เพิ่งมาสงวันนั้น หักลบดวยจำนวนสินคาที่ขายไป ดังนั้นระดับสินคาคงคลังในวันที่ t และของวันที่ t ` 1 จึงไม
เปนอิสระตอกัน หรือมีความสัมพันธกัน (Correlation) นอกจากนี้เอาทพุทที่เกิดขึ้นภายในรอบทำซ้ำเดียวกัน
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ก็อาจมีการแจกแจงแตกตางกัน เชน เวลารอของลูกคาตอนเริ่มเปดธนาคารมักจะสั้นกวาตอนที่ธนาคารได
เปดทำการไปแลวระยะหนึ่ง เพราะตอนที่เพิ่งเปดยังไมมีลูกคารอและพนักงานทุกคนวาง

หัวขอตอไปจะกลาวถึงการประมาณคาสำหรับคาสรุปทางสถิติที่ผูวิเคราะหมักสนใจ

การประมาณคาแบบจุดและแบบชวง
สมมติวาคาดัชนีชี้วัดที่สนใจเปน Y ผูวิเคราะหสามารถรายงานคาประมาณของคาสถิติสำหรับ Y เชน µ “

EpY q ได 2 แบบ คือ คาที่จุดเดียว (Point estimator) เชน pµ (สัญลักษณ p̈ บนคาสถิติแสดงวาคานั้นเปนคา
ประมาณ) หรือชวงประมาณ (Interval estimator) เชน ชวงความเชื่อมั่น ผูเขียนจะกลาวถึงคาประมาณทั้ง
สองแบบสำหรับแตละคาสถิติของ Y ในหวขอที่ 5.3.1-5.3.5 ตอไปนี้ สมมติวาผูวิเคราะหมีคาเอาทพุทแบบ
เชิงนับจากแบบจำลอง R คา: Y1, Y2, . . . , YR

5.3.1 คาเฉลี่ย
คาเฉลี่ยหรือคาคาดคะเนของตัวแปรสุม Y แทนดวยสัญลักษณ ErY s หรือ µY ซึ่งสามารถรายงานคาประมาณ
ไดดังนี้

‚ คาที่จุดเดียว คือ คาเฉลี่ยจากเอาทพุท:

pµY “ sY “
1
R

R
ÿ

i“1
Yi (5.7)

สมการที่ (5.2) แสดงสูตรคำนวณคาเฉลี่ยสำหรับขอมูลที่เกี่ยวเนื่องกับเวลา (Time-dependent data)

‚ ชวงประมาณของคาเฉลี่ย คือ ชวงความเชื่อมั่น (Confidence interval) ผูวิเคราะหคำนวณคาเฉลี่ย
ดวยสมการที่ (5.7) และสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของเอาทพุทดวยสมการตอไปนี้

SY “

g

f

f

e

1
R ´ 1

R
ÿ

i“1
pYi ´ sY q2 (5.8)

สมการที่ (5.3) แสดงสูตรคำนวณสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานสำหรับขอมูลที่ เกี่ยวเนื่องกับเวลา หลังจาก
กำหนดระดับนัยสำคัญ (Significance level, α) ที่มักใช 95% ผูวิเคราะหคนหาคาสถิติ t ซึ่งขึ้นกับ
องศาอิสระ (Degree of freedom) ในที่นี้คือ R ´ 1 และระดับนัยสำคัญ α แลวจึงนำมาคำนวณครึ่ง
ชวงความเชื่อมั่น (Half width) ดังนี้

Half width “ t1´α{2,R´1
SY
?

R
(5.9)
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สัดสวน SY {
?

R เรียกวาคาความคลาดเคลื่อนมาตรฐาน (Standard error) เปนความเบี่ยงเบนเฉลี่ย
ที่ sY หางจาก µ ซึ่งเปนคาจริงที่ไมทราบคา ซอฟตแวรสำเร็จรูปสำหรับการจำลองสถานการณ เชน อารี
นารายงานคาครึ่งชวงความเชื่อมั่นที่นัยสำคัญ 95% ดังนั้นหากผูวิเคราะหตองการชวงความเชื่อมั่นที่นัย
สำคัญอื่น จะตองยอนไปคำนวณคาสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานกอน
เมื่อไดครึ่งชวงความเชื่อมั่นจากสมการที่ (5.9) แลว จึงคำนวณชวงความเชื่อมั่น ดังนี้

sY ´ Half width ď µ ď sY ` Half width (5.10)

สมการที่ (5.9) มีนัยวาหากตองการลดความกวางของชวงความเชื่อมั่น ผูวิเคราะหไมสามารถควบคุม
SY และ t1´α{2,R´1 ไดโดยตรง จึงเหลือแตการกำหนดจำนวนรอบทำซ้ำ (R) หากตองการใหชวงความ
เชื่อมั่นแคบลง ใหเพิ่มจำนวนรอบทำซ้ำ (R) แตทั้งนี้ความกวางของชวงความเชื่อมั่นลดลงอยางชา ๆ
เมื่อเพิ่ม R เปน 4R ก็สามารถลดความกวางของชวงความเชื่อมั่นไดครึ่งหนึ่งโดยประมาณ ตัวอยางที่
3.2 แสดงขั้นตอนการคำนวณชวงความเชื่อมั่น

ถึงแมวาผูวิเคราะหตองการรายงาน pµ ดวยคา ๆ เดียว จำนวนเลขนัยสำคัญ (Significance figure) ก็เปน
เรื่องสำคัญที่ควรใสใจ ความกวางของชวงความเชื่อมั่นเปนดัชนีที่ระบุวาควรรายงาน pµ ดวยจำนวนจุดทศนิยม
กี่ตำแหนง เชน ในตัวอยาง 3.2 ชวงความเชื่อมั่นของคาคาดคะเนคือ 5.665 ˘ 0.0466 คาความกวางของ
ชวงความเชื่อมั่นมีตัวเลขไมใชศูนยตัวแรกอยูที่จุดทศนิยมตำแหนงที่สอง ดังนั้นจึงควรรายงาน pµ เพียงแคถึง
จุดทศนิยมอันดับที่สอง คือ 5.67 เพราะจุดทศนิยมตำแหนงอื่น ๆ นั้นไมตางจากศูนยอยางมีนัยสำคัญ ตัวอยาง
ที่ 5.4 แสดงการรายงานผลการประมวลผลดวยจำนวนเลขนัยสำคัญที่เหมาะสม

ตัวอยางที่ 5.4. แบบจำลองใหชวงความเชื่อมั่นของตนทุน 3,713,801 ˘ 766,218 บาท ถาหากตองการ
รายงานแคคาเฉลี่ยเพียงคาเดียว ควรรายงานตัวเลขใด
คำตอบ 3.7 ลานบาทเพราะครึ่งชวงความเชื่อมั่นมีหลักที่สำคัญหลักแรกคือหลักแสน

l

ชวงความเชื่อมั่นขึ้นอยูกับขอมูลที่นำมาคำนวณ ถาประมวลผลอีกครั้งดวยเลขสุมชุดใหม หรือตนกำเนิด
ของเลขสุม (Seed) ใหม ก็จะไดเอาทพุทอีกชุดหนึ่ง ซึ่งเมื่อนำมาสรางชวงความเชื่อมั่นก็จะเปนอีกชวงหนึ่งซึ่ง
ไมใชชวงความเชื่อมั่นอันเดิม ถึงแมวาจะประมวลผลจากแบบจำลองเดียวกันก็ตาม ชวงความเชื่อมั่นเปนชวงที่
ครอบคาเฉลี่ยที่แทจริง µ ที่เราไมทราบคา ดวยความนาจะเปน 1 ´ α ไมใชชวงที่ครอบคลุม 95% ของขอมูล
(ชวงดังกลาวคือชวงการทำนาย ซึ่งจะอธิบายเพิ่มเติมในหัวขอที่ 5.3.2)

สูตรชวงความเชื่อมั่น (สมการที่ 5.9-5.10) ตั้งอยูบนขอสมมติที่วา Y1, Y2, . . . , YR ที่นำมาคำนวณมีการ
แจกแจงแบบปกติ ซึ่งอาจเปนจริงโดยประมาณหาก Yi เองก็เปนคาเฉลี่ยดวย ตามที่ระบุดวยทฤษฎีแนวโนม
เขาสูศูนยกลาง (Central limit theorem, Theorem 4.1 ใน Law 2006) เชน Yi เปนเวลาเฉลี่ยที่ลูกคารอ
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ในระบบของทั้งรอบทำซ้ำที่ i แตขอสมมติที่วาขอมูลมีการแจกแจงแบบปกติอาจไมจริงหากคาเอาทพุทเปนคา
สุดโตง (Extreme value) เชน คามากที่สุดของเวลาที่ลูกคารอในรอบทำซ้ำที่ i

ชวงความเชื่อมั่นเปนคาสรุปทางสถิติ แตหากตองการกลาวอางถึงอนาคต ควรใชชวงการทำนายหรือควอน
ไทล

5.3.2 ชวงการทำนาย
ควอนไทลสามารถระบุชวงของคาตัวแปรสุมที่อาจจะเกิดขึ้นไดในอนาคต คาทางสถิติอีกอยางหนึ่งที่คลายกัน
คือชวงการทำนาย ซึ่งเปนชวงที่ครอบคลุมคาของดัชนีชี้วัดที่อาจเกิดขึ้นในอนาคตดวยความนาจะเปนสูง มี
สูตรการคำนวณดังนี้

sY ´ t1´α{2,R´1SY

c

1 `
1
R

ď Y ď sY ` t1´α{2,R´1SY

c

1 `
1
R

(5.11)

โดยที่ sY คำนวณจากสมการที่ (5.7) และ SY คำนวณจากสมการที่ (5.8) ชวงการทำนายตองรองรับความ
ไมแนนอนที่เกิดตามธรรมชาติของกระบวนการสุม และความไมแนนอนจากการประมาณคา µ ดวย sY ซึ่ง
สะทอนผานพจน 1 และพจน 1{R ในรากที่สองของสมการที่ (5.11) ตามลำดับ ชวงการทำนายจึงกวางกวา
ชวงความเชื่อมั่น ตัวอยางที่ 5.5 แสดงการคำนวณชวงการทำนาย

ตัวอยางที่ 5.5. แบบจำลองที่ประมวลผล 120 รอบใหคาเฉลี่ยของเวลาครบรอบ (Cycle time) 5.80 ชั่วโมง
และมีสวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน 1.60 ชั่วโมง ใหคำนวณและตีความชวงการทำนายที่นัยสำคัญ 95%

คาสถิติ tp1´0.05{2,120´1q “ t0.975,119 “ 1.98 อาจไดมาโดยการใชสูตรเอกซเซล =tinv(0.05, 119)

(เพราะคำสั่งเอกซเซลตองการความนาจะเปนที่สองหาง) แทนคาในสมการที่ (5.11) ไดดังนี้

5.80 ˘ 1.98 ˆ 1.60
c

1 `
1

120
“ 5.80 ˘ 3.647 “ r2.2, 9.4s ชั่วโมง

ความนาจะเปนที่เวลาครบรอบที่จะเกิดขึ้นในอนาคตจะมีคาอยูในชวง [2.2, 9.4] ชั่วโมง ดวยความนาจะเปน
95% หรือมีความนาจะเปน 5% ที่คาในอนาคตจะอยูนอกชวงนี้

l

ชวงความเชื่อมั่นและชวงการทำนายแตกตางกันตรงที่ชวงความเชื่อมั่นเปนการอนุมานจากขอมูลในอดีต
สวนชวงการทำนายกลาวถึงอนาคต

ความแตกตางระหวางชวงความเชื่อมั่นและชวงการทำนาย
ชวงความเชื่อมั่นบอกถึงคาคลาดเคลื่อนการประมาณ (Estimation error) หรือชวงที่เปนไปไดสูงของพารามิเตอร
µY “ ErY s ที่ตองการประมาณ แตชวงการทำนายบอกถึงชวงที่เปนไปไดของ Y ที่จะประมวลผลหรือสุมได
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ในอนาคต ดังนั้นเมื่อเปรียบเทียบสูตรชวงความเชื่อมั่น (สมการที่ 5.9) และชวงการทำนาย (สมการที่ 5.11)
จะเห็นวาชวงการทำนายกวางกวาเพราะมีความไมแนนอนของอนาคตเพิ่มดวย นอกจากนี้แลวเมื่อเพิ่มขนาด
ขอมูล R ความกวางของชวงความเชื่อมั่นจะลดลงเรื่อย ๆ และลูเขาสูคาที่แทจริงคือ µ แตชวงการทำนายจะ
เริ่มคงตัวที่ชวง µ ˘ zp1´α{2qσ เมื่อ σ เปนสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานประชากรของ Y หรือ σ2 “ ErpY ´ µY q2s

นอกจากคาเฉลี่ยของดัชนีชี้วัด ผูวิเคราะหสามารถพิจารณาความนาจะเปนของดัชนีชี้วัดได

5.3.3 ความนาจะเปน
ความนาจะเปนแสดงคาโอกาสที่ดัชนีชี้วัดที่สนใจ Y จะนอยกวาคาเปาหมาย c หรือมากกวาคาเปาหมาย c

เชน ความนาจะเปนที่เวลารอคอยของคนไขตั้งแตเขาโรงพยาบาลจนกระทั่งไดพบแพทย (Y ) ไมเกิน 30 นาที
(c “ 30 นาที)

p “ PrtY ď cu

ความนาจะเปนที่ เวลารอคอยของลูกคาไมเกินเปาหมายแบบนี้แสดงระดับการใหบริการ (Service level)
สำหรับระบบบริการ เชน โรงพยาบาล ธนาคาร หรือศูนยใหบริการลูกคาทางโทรศัพท (Call center) ความ
นาจะเปนสามารถประมาณดวยคา ๆ เดียวหรือเปนชวง ดังนี้

‚ คาที่จุดเดียว หรือ pp ประมาณดวยจำนวนเอาทพุท Yi ที่ไมเกิน R หารดวยจำนวนขอมูลทั้งหมด

pp “
1
R

R
ÿ

i“1
ItYi ď cu, เมื่อ ItYi ď cu “

$

&

%

1 ถา Yi ď c

0 ถา Yi ą c

เชน ตัวอยางที่ 5.1 ประมาณสัดสวนของลูกคาที่อยูในระบบเกิน 1.5 หนวยเวลา
เพื่อหาคา řR

i“1 ItYi ď cu จากซอฟตแวรสำเร็จรูป อาจตองนิยามตัวแปรเพิ่มในแบบจำลองสำหรับเก็บ
คานี้โดยเฉพาะหรืออาจเพิ่มโมดูลสำหรับนับ หรืออาจประมาณอยางคราว ๆ จากฮีสโตแกรม

‚ ชวงประมาณของความนาจะเปนก็เปนชวงความเชื่อมั่นเชนกัน กำหนดให z1´α{2 เปนควอนไทลของ
การแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน (คาเฉลี่ย = 0 และความแปรปรวน = 1) ที่ความนาจะเปนที่หางซาย
หรือหางขวาเปน α{2 สมมติวา Z มีการแจกแจงปกติมาตรฐาน (Z „ Np0, 1qq คำนิยามของ z1´α{2 คือ

Prt´z1´α{2 ď Z ď z1´α{2u “ 1 ´ α หรือ PrtZ ď ´z1´α{2u “ PrtZ ě z1´α{2u “ α{2

เชน z1´0.05{2 “ 1.96 ผูอานสามารถหา z1´α{2 ไดจากตารางทายหนังสือสถิติพื้นฐานทั่วไป, ใชฟงกชัน
=NORMSINV(1-α{2) ในเอกซเซล, หรือคนจากอินเตอรเน็ต ชวงความเชื่อมั่นของคาประมาณความนา
จะเปน pp มีสูตรดังนี้

pp ´ z1´α{2

c

ppp1 ´ ppq

R
ď p ď pp ` z1´α{2

c

ppp1 ´ ppq

R
(5.12)
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ชวงความเชื่อมั่นนี้เหมาะสมก็ตอเมื่อขนาดขอมูล R สูงพอที่จะทำให t1´α{2,R´1 « z1´α{2 คือประมาณ
R ě 200

ตัวอยางที่ 5.6 แสดงการคำนวณความนาจะเปนที่ดัชนีชี้วัดจะมีคาเกินเปาหมาย

ตัวอยางที่ 5.6. ใชตัวอยางบริษัทมายาในหัวขอที่ 3.2.2 สมมติวาบริษัทมีงบประมาณสำหรับทุนการศึกษา
5.5 ลานบาทและตองการทราบโอกาสที่จะไมเกินงบฯ จากการประมวลผล 100 รอบทำซ้ำ มี 24 รอบที่ใหคา
ใชจายไมเกิน 5.5 ลานบาท ดังนั้น

pp “
24
100

“ 24%

และครึ่งชวงความเชื่อมั่นที่นัยสำคัญ 95% คือ

z1´α{2

c

ppp1 ´ ppq

R
“ 1.96 ˆ

c

0.24 ˆ p1 ´ 0.24q

100
“ 0.084

ดังนั้นชวงความเชื่อมั่นคือ r0.24 ´ 0.084, 0.24 ` 0.084s “ r0.156, 0.324s หรือควรรายงานแคถึงจุดทศนิยม
ตำแหนงที่สอง เพราะครึ่งชวงความเชื่อมั่นมีหลักแรกที่ตำแหนงนั้น กลาวคือควรรายงานผลเปน [0.16, 0.32]
โอกาสที่คาใชจายจะไมเกินงบฯ อยูในชวง 16% ถึง 32%

l

ควอนไทลเปนดานตรงขามของความนาจะเปนที่เพิ่งพิจารณาไปในหัวขอที่แลว

5.3.4 ควอนไทล
ผูวิเคราะหระบุความนาจะเปนที่สนใจ p และประมาณคาควอนไทล pγ ซึ่งแสดงทางทฤษฎีไดดังนี้

PrtY ď γu “ p

ควอนไทลหรือเปอรเซ็นไทลที่ p โดยที่ 0% ă p ă 100%, ใหขอบเขตของคาตัวแปรสุมที่อาจเปนไดภายใต
ความนาจะเปน p ที่ผูใชระบุ เชน เปอรเซ็นไทลที่ 90 ของตนทุนเปนคาที่มีโอกาสเพียง 10% ที่ตนทุนจะเกิน
คานี้

‚ คาที่จุดเดียว คำนวณไดดวยการเรียงขอมูลจากนอยไปมาก และประมาณคาควอนไทลที่ p โดยที่ 0 ă

p ă 1, ดวยขอมูลลำดับที่ Rp ดังที่ไดอธิบายไปแลวในหัวขอที่ 2.5.1 ตัวอยางที่ 2.15-2.16 แสดงการ
คำนวณควอรไทลซึ่งมีไดแค 3 แบบคือควอรไทลที่หนึ่ง, ที่สอง, และที่สาม เพราะเปนควอนไทลที่ 25%,
50% และ 75% ตามลำดับ ดังนั้นในตัวอยางตอไปนี้จึงใหผูอานทดลองคำนวณควอนไทลเอง และตรวจ
คำตอบจากเฉลย ตัวอยางที่ 5.7 แสดงการคำนวณและการตีความควอนไทล
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ตัวอยางที่ 5.7. ใหประมาณคาควอนไทลที่ 80% จากขอมูลเวลาที่ประกอบชิ้นงานเสร็จ 1 ชิ้น (X) 10
คา (หนวย: นาที) ดังนี้

12.2 8.8 9.7 7.1 12.9 10.1 8.9 5.6 12.5 9.5

และใหอธิบายความหมายของคาที่คำนวณได

หากไมใชการประมาณคาในชวง (Interpolate) ควอนไทลที่ 80% คือ 12.2 นาที แตหากประมาณคา
ในชวง จะไดคำตอบใกลเคียงกัน คือ 12.26 นาที นัยของคาควอนไทลที่ 80% คือคาเวลาที่ประกอบชิ้น
งานไมเกิน 12.2 นาที ดวยความนาจะเปน 80% หรือมีโอกาส 20% ที่อาจมากกวา 12.2 นาที

ควอนไทลสามารถใหชวงของคาที่จะเกิดในอนาคต เชน ในตัวอยาง 5.7 ควอนไทลที่ 20% คือ 7.1 นาที
ดังนั้น

Prt7.1 ď X ď 12.2u “ PrtX ď 12.2u ´ PrtX ď 7.1u “ 0.8 ´ 0.2 “ 0.6

ดังนั้นความนาจะเปนที่คา X จะตกอยูชวง [7.1, 12.2] คือ 60%
l

‚ ชวงประมาณของควอนไทล ใชประโยชนจากชวงความเชื่อมั่นของความนาจะเปน (สมการที่ 5.12)
กลาวคือ เพื่อคำนวณขอบเขตของนัยสำคัญ (Confidence limit) ของ p ดังนี้

ขอบเขตลาง: pℓ Ð p ´ z1´α{2

c

pp1 ´ pq

R

ขอบเขตบน: pu Ð p ` z1´α{2

c

pp1 ´ pq

R

สมมติใหขอมูลที่เรียงจากนอยไปมากแลวแสดงไดดังนี้

Yr1s ď Yr2s ď ¨ ¨ ¨ ď YrRs

ในตัวอยาง 5.7 Yr1s “ 5.6 และ Yr10s “ 12.9 เมื่อได pℓ และ pu แลว คาชวงความเชื่อมั่นของควอนไทลสามารถ
ประมาณไดจากขอมูลลำดับที่ Rpℓ และ Rpu หรือ rYrRpℓs, YrRpuss

วิธีนี้เหมาะสมเมื่อมีจำนวนขอมูล R มากพอ ซึ่งควรมากแคไหนก็ขึ้นอยูกับคา p: หาก p ยิ่งสุดโตง (ใกล
0% หรือ 100% มาก ๆ) ยิ่งตองการจำนวนขอมูลมากขึ้นเพื่อใหไดชวงความเชื่อมั่นของควอนไทลที่ใช
ประโยชนไดจริง ทั้งนี้หากไมมีขอมูลดิบเพื่อนำมาเรียงลำดับ ก็สามารถใชฮีสโตแกรมที่สรางกราฟความ
นาจะเปนสะสม (เชนรูปที่ 4.16) โดยคาประมาณของขอบเขตควอนไทลคือคาแกนนอนที่ความนาจะ
เปนสะสมที่ pℓ และ pu ตัวอยางที่ 5.8 แสดงการคำนวณชวงความเชื่อมั่นของควอนไทล
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ตัวอยางที่ 5.8. มีเอาทพุทจากแบบจำลอง 1000 คาที่ตองการนำมาประมาณควอนไทลที่ 80% และ
ชวงความเชื่อมั่นของควอนไทลที่นัยสำคัญ 95% ดังนั้นจึงสามารถประมาณคาควอนไทลที่ 80% จาก
ขอมูลที่เรียงจากนอยไปมากแลวลำดับที่ Rp “ 1000 ˆ 0.8 “ 800 หรือ Yr800s และ

pℓ “ 0.8 ´ z1´0.05{2

c

0.8 ˆ p1 ´ 0.8q

1000
“ 0.7751

pu “ 0.8 ` z1´0.05{2

c

0.8 ˆ p1 ´ 0.8q

1000
“ 0.8248

ดังนั้นขอบเขตของชวงความเชื่อมั่นของควอนไทลที่ 80% คือ ขอมูลลำดับที่ YrRpℓs และ YrRpus หรือ
Yr1000ˆ0.7751s และ Yr1000ˆ0.8248s ปดใหเปนจำนวนเต็มคือขอมูลลำดับที่ 775 และ 825
เพื่อใหเขาใจมากขึ้น จะแสดงตัวอยางที่เปนตัวเลข สมมติวาเอาทพุทบางสวนมีดังนี้

ลำดับที่ ¨ ¨ ¨ 775 ¨ ¨ ¨ 800 ¨ ¨ ¨ 825 ¨ ¨ ¨

คาเอาทพุท ¨ ¨ ¨ 188.96 ¨ ¨ ¨ 212.03 ¨ ¨ ¨ 256.79 ¨ ¨ ¨

ดังนั้นควอนไทลที่ 80% คือ 212.03 และชวงความเชื่อมั่นของควอนไทลที่ 80% ที่นัยสำคัญ 95% คือ
[188.96, 256.79]

l

โดยปริยาย ซอฟตแวรสำเร็จรูปมักรายงานคาสรุปของดัชนีชี้วัด แตไมแสดงคาเอาทพุทของทุก ๆ รอบ
ทำซ้ำ จึงอาจไมสามารถใชสูตรที่กลาวมาคำนวณความนาจะเปนและควอนไทล ทั้งนี้ ผูวิเคราะหสามารถ
ประมาณความนาจะเปนและควอนไทลไดจากคาสรุปทางสถิติ

ความนาจะเปนและควอนไทลจากคาสรุปทางสถิติ
ผูใชสามารถกำหนดใหซอฟตแวรเขียนคาดัชนีชี้วัดที่ทุก ๆ รอบทำซ้ำออกมาไดโดยใชคำสั่งเฉพาะ เชน ในอารี
นามีโมดูล Read/Write หากวาผูวิเคราะหมีเพียงคาเฉลี่ย sY และครึ่งชวงความเชื่อมั่น (hw) ใหยอนกลับไป
คำนวณสวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน SY ดวยสมการที่ (5.9) กอน สมมติวาเปน hw จากซอฟตแวรอารีนาและ R

เปนจำนวนรอบทำซ้ำ
SY “

hw ˆ
?

R

t1´0.05{2,R´1
(5.13)

แลวจึงประมาณคาความนาจะเปนและควอนไทลโดยอาศัยการแจกแจงแบบปกติ เมื่อผูวิเคราะหกำหนดคา c

สามารถประมาณคาความนาจะเปน pp ไดดังนี้

pp « Pr
"

Z ď
c ´ sY

SY

*

(5.14)
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โดยที่ Z เปนตัวแปรสุมที่มีการแจกแจงแบบปกติที่คาเฉลี่ย 0 และความแปรปรวน 1 ซึ่งความนาจะเปน (5.14)
สามารถคำนวณไดจากเอกซเซลดวยสูตร =normsdist(pc ´ sY q{SY ) สวนคาประมาณของควอนไทล pγ เมื่อผู
วิเคราะหกำหนดคา p ก็มีสูตรใกลเคียงกัน ดังนี้

pγ « sY ` zpSY (5.15)

โดยที่ zp เปนควอนไทลของการแจกแจงแบบปกติที่คาเฉลี่ย 0 และความแปรปรวน 1 ซึ่ง zp สามารถคำนวณ
ไดจากเอกซเซลดวยสูตร =normsinv(p) ตัวอยางที่ 5.9 แสดงการคำนวณคาทางสถิติอื่น ๆ จากคาสถิติที่อารี
นารายงาน

ตัวอยางที่ 5.9. ผูวิเคราะหประมวลผลแบบจำลองระบบซอมบำรุงดวย 100 รอบทำซ้ำ แตละรอบยาว 2
สัปดาห ดัชนีชี้วัดที่สนใจคือเวลารอเพื่อรับการซอมแซมเฉลี่ย, ความนาจะเปนที่เวลาเวลารอมากกวา 1 วัน,
ควอนไทลที่ 75% ของเวลารอคอย, และชวงของเวลารอที่เปนไปไดในวันพรุงนี้ ผลสรุปจากอารีนาในหมวด
Queues รายงาน Repair.Queue Wait Time = 0.5756 วัน และ Half Width = 0.09 วัน

สมมติให Y แทนเวลารอ กอนจะคำนวณความนาจะเปนหรือควอนไทล ใชสมการที่ (5.13) เพื่อคำนวณ
SY โดยที่ t1´0.05{2,100´1 “ 1.9842 ดังนี้

SY “
0.09 ˆ

?
100

1.9842
“ 0.4536 วัน

ใชสมการที่ (5.14) เพื่อประมาณความนาจะเปนที่เวลารอรับการซอมมากกวา 1 วัน คือ 1 ´ pp โดยที่

pp “ Pr
"

Z ď
1 ´ 0.5756

0.4536

*

“ PrtZ ď 0.9356u “ 0.8253

ดังนั้นความนาจะเปนที่เวลารอมากกวา 1 วันคือ 1´0.8253 “ 0.1747 ใชสมการที่ (5.15) เพื่อประมาณควอนไทล
โดยที่ z0.75 “ 0.6745 ดังนี้

pγ « 0.5756 ` p0.6745 ˆ 0.4536q “ 0.8816 วัน

สำหรับชวงการทำนายของเวลารอคอย แทนคาในสมการที่ (5.11) ไดดังนี้

0.5756 ˘ 1.9842 ˆ 0.4536
c

1 `
1

100
Ñ 0.5756 ˘ 0.9045 “ r´0.3289, 1.4801s วัน

เนื่องจากเวลารอคอยไมติดลบ จึงปรับชวงการทำนายเปน r0, 1.48s วัน

ในรายงาน ควรแสดงคาดัชนีชี้วัดดังนี้

‚ เวลารอเพื่อรับการซอมแซมเฉลี่ยอยูในชวง 0.58 ˘ 0.09 วัน
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‚ ความนาจะเปนที่เวลารอคอยมากกวา 1 วันคือ 0.17 หรือ 17% (ปดใหเหลือจำนวนเลขนัยสำคัญเทากับ
คาเฉลี่ย)

‚ เวลารอคอยไมเกิน 0.88 วันดวยความนาจะเปน 75% หรือมากกวา 0.88 วันดวยความนาจะเปน 25%

‚ เวลารอเพื่อรับการซอมในวันพรุงนี้หรืองานซอมอื่น ๆ ในอนาคตจะมีคาอยูในชวง r0, 1.48s วัน ดวย
ความนาจะเปน 95%

l

คาความแมนยำของการประมาณคาดัชนีชี้วัดขึ้นอยูกับขนาดของขอมูล ซึ่งคือจำนวนรอบทำซ้ำในการ
จำลองสถานการณ

5.3.5 การกำหนดจำนวนรอบทำซ้ำ
ซอฟตแวรสำเร็จรูปมักตั้งคาจำนวนรอบทำซ้ำโดยปริยาย เชน ในพ็อพทูลตั้งไวที่ 100 รอบและในอารีนาตั้งไว
ที่ 1 รอบ แตจริง ๆ แลว ผูใชควรตั้งคาจำนวนรอบทำซ้ำเอง เพราะเปนปจจัยการทดลองที่สำคัญ ที่สงผลตอ
คาความผิดพลาดในการประมาณ เฉกเชนเดียวกับการทดลองทางกายภาพหรือการเก็บขอมูลจริง ยิ่งจำนวน
ขอมูลมาก ความผิดพลาดในการประมาณยิ่งนอยลง ทั้งนี้ ก็มิใชวาผูวิเคราะหจะสามารถประมวลผลมาก
เทาใดก็ไดเสมอไป เพราะอาจมีขอจำกัดดานเวลา ดังนั้นจึงควรกำหนดจำนวนรอบทำซ้ำที่เหมาะสมสำหรับใช
ประกอบการตัดสินใจ

จำนวนรอบทำซ้ำขึ้นอยูกับระดับความแมนยำ (Precision) ที่ตองการ เชน ˘10,000 บาท, ˘ 1 ชั่วโมง
หรืออาจเปนเปอรเซ็นสัดสวนของคาเฉลี่ยก็ได เชน ภายใน 5% ของคาเฉลี่ยตนทุน สมมติใหระดับความแมนยำ
ที่ตองการเปน ε จำนวนรอบทำซ้ำที่ควรใชคือ R ที่ทำใหครึ่งชวงความเชื่อมั่น (สมการที่ 5.9) ใกลเคียงกับหรือ
นอยกวา ε การประมวลผลแบบจำลองจึงทำเปน 2 ชวง ดังนี้

‚ ชวงทดสอบ (Trial run) เนื่องจากไมทราบสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานในสมการที่ (5.9) ผูวิเคราะหตอง
ประมวลผลเบื้องตนดวย R0 รอบทำซ้ำเพื่อประมาณความแปรปรวนของเอาทพุท เมื่อไดครึ่งชวงความ
เชื่อมั่น ใหใชสมการที่ (5.13) เพื่อคำนวณสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานในชวงทดสอบ (S0) จากนั้นจึงคำนวณ
ขอบเขตลางของจำนวนรอบทำซ้ำที่ตองการ ดังนี้

R ě

ˆ

z1´α{2S0

ε

˙2

(5.16)

เมื่อ z1´α{2 เปนควอนไทลของการแจกแจงแบบปกติที่คาเฉลี่ย 0 และสวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน 1 เริ่ม
จากขอบเขตลางของ R ที่ไดจากสมการที่ (5.16) เพิ่ม R จนกวาจะไดจำนวนจริงบวกที่นอยที่สุดที่ทำให
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สมการตอไปนี้เปนจริง
R ě

ˆ

t1´α{2,R´1S0

ε

˙2

(5.17)

สังเกตวาคาควอนไทล t1´α{2,R´1 เปนฟงกชันของ R เมื่อ R เพิ่มขึ้น คา t1´α{2,R´1 ลดลง

หากไมตองการคำนวณ S0 อาจใชครึ่งชวงความเชื่อมั่นจากชวงทดสอบ (h0) โดยตรงจากสูตรประมาณ
(Kelton et al., 2010) ดังนี้

R –
h2

0
ε2 R0 (5.18)

สูตรนี้สมมติวาคาสถิติ t ที่จำนวนรอบทำซ้ำตาง ๆ มีคาใกลเคียงกัน: t1´α{2,R0´1 « t1´α{2,R´1 และ
S0 มีคาใกลเคียงกับสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานใหม หลังจากที่ประมวลผลเพิ่ม

‚ ชวงประมวลผลเพิ่มเติม ประมวลผลแบบจำลองเพิ่ม R ´ R0 รอบ หากใชเวลาไมนานในการประมวล
ผล อาจประมวลผลใหมทั้งหมด R รอบ แลวนำเอาทพุทที่ไดมาสรางชวงความเชื่อมั่นดวยสมการที่
(5.7)-(5.10)

ตัวอยางที่ 5.10 แสดงการคำนวณจำนวนรอบทำซ้ำเพื่อใหไดความแมนยำที่ตองการ

ตัวอยางที่ 5.10. ใชแบบจำลองศูนยใหบริการทางโทรศัพทเพื่อประมาณคาสัดสวนเวลาที่ทำงานจริง ρ ภายใน
ชวงเวลา 2 ชั่วโมงแรกของวันทำงาน ชวงทดสอบประมวลผลดวย R0 “ 4 รอบ ไดคาประมาณสวนเบี่ยงเบน
มาตรฐานของ ρ คือ S0 “ 0.072 ผูบริหารระบุวาตองการทราบ ρ ใหแมนยำภายใน ˘0.04 สำหรับชวงความ
เชื่อมั่นที่นัยสำคัญ 95% ดังนั้น ε “ 0.04 สมการที่ (5.16) ใหขอบเขตลางของจำนวนรอบทำซ้ำที่ควรมี

ˆ

z1´α{2S0

ε

˙2

“

ˆ

z1´0.05{2 ˆ 0.072
0.04

˙2

“ 12.14

ดังนั้นจึงเริ่มตรวจสอบอสมการที่ (5.17) ดวย R “ 13 และเพิ่ม R จนกระทั่งอสมการนี้เปนจริงคาแรก พบวา
ได R “ 15 ดังนั้นจึงตองประมวลผลเพิ่มอีก R ´ R0 คือ 11 รอบ หรืออาจเริ่มใหมทั้ง 15 รอบก็ได เมื่อไดชวง
ความเชื่อมั่นแลว ควรตรวจสอบอีกครั้งวาครึ่งชวงความเชื่อมั่นมีคานอยกวาเปาหมายที่ตองการ ε หรือไม ถา
ยังมากกวา ε ตองเพิ่มจำนวนรอบทำซ้ำอีก

l

ในเชิงปฏิบัติ ผูอานสามารถใชเอกซเซลเทมเพลทชื่อ SimulationTools.xls เพื่อคำนวณชวงความเชื่อ
มั่น, ชวงการทำนาย, ควอนไทล, และจำนวนรอบทำซ้ำที่ควรใช ดาวนโหลดไดจาก http://www.bcnn.net/

สวนที่เหลือของบทนี้จะกลาวถึงการวิเคราะหผลสำหรับการจำลองสถานการณแบบไมสิ้นสุด

http://www.bcnn.net/


5.4 การวิเคราะหผลสำหรับการจำลองสถานการณแบบไมสิ้นสุด 119

5.4 การวิเคราะหผลสำหรับการจำลองสถานการณแบบไมสิ้นสุด

ในหัวขอนี้ วัตถุประสงคของการใชแบบจำลองคือเพื่อประมาณสมรรถนะของระบบในชวงการวางแผนระยะ
ยาว หลังจากที่ผลกระทบจากสภาวะเริ่มตน (Initial condition) สลายไป รูปที่ 5.4 แสดงเวลารอคอยในแถว
ของลูกคาแตละคนจาก 3 รอบทำซ้ำของระบบแถวคอยอยางงายที่มี 1 แถวและผูใหบริการ 1 คน โดยที่ ณ
เวลาศูนยในแบบจำลองระบบไมมีลูกคาและผูใหบริการวางอยู เห็นชัดเจนวาในชวงแรก ๆ เวลารอคอยนอย
และเพิ่มขึ้นเมื่อระบบทำการไปไดสักระยะหนึ่ง ถึงแมวาระบบจะเขาสูสภาวะคงตัว เวลารอคอยก็ยังเปนคา
สุมเพราะระบบนี้มีความไมแนนอนในการมาถึงของลูกคาและเวลาใหบริการ ตัวอยางงาย ๆ นี้ชวยชี้ใหเห็น
วาหากแบบจำลองเปนแบบสถานการณไมสิ้นสุด อคติที่เกิดจากสภาวะเริ่มตน (Initial-condition bias) อาจ
เปนประเด็นสำคัญ ซึ่งสามารถทำใหเหลือนอยที่สุดไดหลายวิธี ดังจะกลาวถึงในหัวขอที่ 5.4.1–5.4.3

รูปที่ 5.4: เวลารอคอยของลูกคาสำหรับ 3 รอบทำซ้ำของระบบแถวคอยแบบ M/M/1 ที่มีอัตราลูกคามาถึง =
1 และอัตราการใหบริการ = 1.111

วิธีแรกเพื่อลดอคติที่เกิดจากสภาวะเริ่มตนคือวิธีตั้งคาสภาวะเริ่มตนของแบบจำลองอยางฉลาด
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5.4.1 วิธีตั้งคาสภาวะเริ่มตนของแบบจำลองอยางฉลาด
เปาหมายของวิธีตั้งคาสภาวะเริ่มตนของแบบจำลองอยางฉลาด (Intelligent initialization) คือใหสถานะของ
ระบบเมื่อแบบจำลองเริ่มประมวลผลใกลเคียงกับสภาวะคงตัวของระบบจริง ตัวอยางของตัวแปรระบบ เชน
ระบบสินคาคงคลังมีระดับสินคาคงคลังหรือจำนวนสินคาที่สั่งซื้อแลวแตยังไมมาถึง สวนในระบบแถวคอยมี
จำนวนลูกคาในแถวคอยและจำนวนผูใหบริการที่วางอยูหรือกำลังทำงานอยู การตั้งคาตัวแปรระบบที่เวลาเริ่ม
ตนทำไดหลายวิธี เชน

‚ หากมีขอมูลจากระบบที่มีอยูจริง ใชขอมูลเหลานั้นมาตั้งคาตัวแปรระบบ
‚ หากไมมีระบบนี้อยูจริง อาจใชแบบจำลองอีกชนิดหนึ่ง เชน ระบบแถวคอย (บทที่ 6) เพื่อกำหนดคาตัว

แปร
เนื่องจากวิธีนี้ขึ้นอยูกับระบบที่ศึกษา ผูเขียนจึงไมอธิบายเพิ่มเติม แตจะกลาวถึงวิธีที่สามารถใชไดทั่วไปใน
หัวขอตอไป

5.4.2 วิธีตัดขอมูลชวงแรกและประมวลผลหลายรอบ
หากชวงแรกที่แบบจำลองประมวลผลเปนระยะอุนเครื่อง (Warmup period) สมมติเรียกวาเปน r0, T0s วิธี
ตัดขอมูลชวงแรกและประมวลผลหลายรอบ (Replication-deletion approach) ขจัดอคติในสภาวะเริ่มตน
โดยไมนำสถานะของระบบในชวงเวลาอุนเครื่องมาคำนวณดัชนีชี้วัด หรืออีกนัยหนึ่งคือเริ่มเก็บคาสถิติตั้งแต
เวลา T0 จนถึง TE ที่แบบจำลองสิ้นสุด แลวนำเอาทพุทมาวิเคราะหเหมือนเอาทพุทจากแบบจำลองที่เวลาสิ้น
สุด (หัวขอที่ 5.3)

คำถามที่ตามมาคือควรกำหนด T0 เปนเทาใด หาก T0 นอยเกินไป ระบบอาจยังอุนเครื่องไมเสร็จ แตหาก
T0 สูงเกินไป ก็จะทิ้งผลของการประมวลผลมากเกินจำเปนและทำใหตองประมวลผลเพิ่มหลัง T0 นาน วิธี
กำหนดคา T0 ที่เปนที่นิยมคือพิจารณากราฟ เชน รูปที่ 5.4 คาที่นำมาสรางกราฟมีหลายรูปแบบ เรียงลำดับ
ตามความเหมาะสม จากพอใชไดจนถึงเหมาะที่สุด ดังนี้

1. คาที่สังเกตไดจากแตละรอบทำซ้ำ ดังเชนในรูปที่ 5.4 เปนกราฟเวลารอคอยจนกวาจะไดรับบริการของ
ลูกคาคนที่ j ในรอบทำซ้ำที่ r เมื่อ 1 ď r ď 3 กำหนดดวยสัญลักษณ Yrj จึงมีอนุกรมเวลา (Time
series) 3 ชุด คือ tYr1, Yr2, . . . , Yr200u สำหรับแตละรอบทำซ้ำ r ในรูปที่ 5.4 จึงมีเสน 3 เสน สำหรับ
แตละเสนของรอบทำซ้ำ r นี้ ผูวิเคราะหประมาณ T0r ดวยสายตา คือ หลังจาก T0r ระบบพอเขาสู
สภาวะสุมที่คงตัว คา T0 ที่นำมาใชเปนคา T0r ที่มากที่สุด นั่นคือ

T0 “ max
r

T0r (5.19)
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2. คาเฉลี่ยสะสมของแตละรอบทำซ้ำ เปนคาที่ซอฟตแวรสำเร็จรูป เชน อารีนา นำมาใชเมื่อสั่งใหแสดง
กราฟขณะที่กำลังประมวลผลแบบจำลอง (Real time) คาที่นำมาสรางกราฟคือคาเฉลี่ยสะสมเทาที่มี
ทั้งหมด คือ ตั้งแตเริ่มประมวลผลจนถึง ณ ขณะนั้น

sYri “
1
i

i
ÿ

j“1
Yrj

เชน sYr3 “ 1
3 pYr1 ` Yr2 ` Yr3q เมื่อไดกราฟอนุกรมเวลาของแตละรอบทำซ้ำ ใหประมาณ T0r ดวย

สายตา คลายกับวิธี 1 ดานบน และใชคาที่มากที่สุดเปนจุดตัดจริง (สมการที่ 5.19)
ขอดีของวิธีนี้คือสะดวกสำหรับใชกับซอฟตแวรสำเร็จรูปเพราะสรางกราฟไดทันที ไมตองนำเอาทพุทมา
สรางกราฟขางนอก (ในซอฟทแวรสำเร็จรูปแกนนอนของกราฟเปนเวลา) แตขอเสียคือเปนวิธีที่รอบคอบ
(Conservative) เพราะพิจารณาคาเฉลี่ยตั้งแตเริ่มตนจนถึงขณะนั้น ๆ จึงทำใหตัดขอมูลมากเกินไป

3. คาเฉลี่ยอองซามเบิ้ล (Ensemble average) นำขอมูลลำดับเดียวกันมาเฉลี่ยขามรอบทำซ้ำ ดังนี้

sY¨j “
1
R

R
ÿ

r“1
Yrj (5.20)

เชน sY¨2 “ 1
3 pY12 ` Y22 ` Y32q รูปที่ 5.5 แสดงคาเฉลี่ยอองซามเบิ้ลนี้ ผูวิเคราะหประมาณ T0 ดวย

สายตาจากกราฟ เมื่อเปรียบเทียบรูปที่ 5.4 และรูปที่ 5.5 จะเห็นวากำหนด T0 จากกราฟของคาเฉลี่ย-
อองซามเบิ้ลงายกวาจากกราฟของแตละรอบทำซ้ำเพราะกราฟเรียบกวา ดูเหมือนวาควรกำหนดให
T0 ที่ประมาณลูกคาคนที่ 50 (สมมติดวยสัญลักษณ ω) ซึ่งหากตองการกำหนดคา T0 ดวยเวลา ก็อาจ
ประเมินจากอัตราที่ลูกคามาถึง (λ) ดังนี้

T0 “ ω{λ

วิธีนี้เปนวิธีที่แนะนำหากคำนวณคาเฉลี่ยอองซามเบิ้ลได ผูอานอาจใชฟงกชัน Mean Plot ใน Simula-

tionTools.xls เพื่อสรางกราฟคาเฉลี่ยแบบนี้ได

4. คาเฉลี่ยอองซามเบิ้ลที่ปรับเรียบ (Smoothed ensemble average) นำคาเฉลี่ยอองซามเบิ้ล (สมการ
ที่ 5.20) มาปรับเรียบ อาจดวยวิธีคาเฉลี่ยแบบเคลื่อนที่ (Moving average) เพื่อลดความแปรปรวนของ
คาที่พล็อตและใหเห็นแนวโนมของกราฟชัดเจนขึ้น แลวประมาณคา T0 จากกราฟนั้น รูปที่ 5.5 แสดง
คาเฉลี่ยอองซามเบิ้ลที่ปรับเรียบดวยวิธีคาเฉลี่ยแบบเคลื่อนที่โดยใช 5 พจน

เมื่อเลือก T0 แลว จำเปนตองกำหนด TE หรือเวลาที่หยุดประมวลผลแบบจำลอง แนวทางที่แนะนำใน
Banks et al. (2005) คือ ควรประมวลผลเพิ่ม ยาวเปนอยางนอย 10 เทาของชวงอุนเครื่อง คือ

TE ´ T0 ě 10T0
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รูปที่ 5.5: เวลารอคอยเฉลี่ยของ 3 รอบทำซ้ำของขอมูลในรูปที่ 5.4 (เสนทึบเปนคาเฉลี่ยอองซามเบิ้ลและเสน
ประเปนคาเฉลี่ยอองซามเบิ้ลที่ปรับเรียบดวยวิธีคาเฉลี่ยแบบเคลื่อนที่โดยใช 5 พจน)
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หรือ TE ě 11T0 ถาเวลาในการประมวลผลไมจำกัด จำนวนรอบทำซ้ำ R ขึ้นอยูกับคาความแมนยำที่ตองการ
โดยใชขั้นตอนเหมือนกับสำหรับแบบจำลองแบบสิ้นสุด (หัวขอที่ 5.3.5) แตหากเวลามีจำกัด ควรตั้งคา R

อยางนอย 25 รอบและกำหนด TE « 11T0

หลังจากประมวลผล คาสถิติที่สามารถคำนวณจากเอาทพุทมีดังนี้

‚ คาเฉลี่ย ใชคาเฉลี่ยกลุมตัวอยางเปนคาประมาณแบบจุดและชวงความเชื่อมั่นเปนชวงประมาณ (หัวขอ
ที่ 5.3.1)

‚ ความนาจะเปน คาเอาทพุทจากแตละรอบทำซ้ำเปนสัดสวน เชน หากตองการประมาณความนาจะเปน
ที่ลูกคาไดรับการบริการภายใน 3 นาที คาเอาทพุทจากแบบจำลองควรเปน

ppi “
จำนวนลูกคาที่ไดรับบริการภายใน 3 นาทีในรอบทำซ้ำที่ i

จำนวนลูกคาที่รับบริการทั้งหมดในรอบทำซ้ำที่ i

นำเอาทพุท tpp1, pp2, . . . , ppRu มาคำนวณคาเฉลี่ยดวยสมการที่ (5.7) และชวงความเชื่อมั่นดวยสมการที่
(5.9)

‚ ควอนไทล เอาทพุทจากแตละรอบทำซ้ำเปนคาประมาณควอนไทลภายในรอบทำซ้ำนั้น ๆ เชน ควอนไทล-
ที่ 90% ของเวลารอคอยจนกวาจะไดรับบริการของรอบทำซ้ำที่ i สังเกตวาควอนไทลเหลานี้ tpγ1, pγ2, . . . pγRu

เปนอิสระตอกันและมีการแจกแจงเดียวกัน จึงสามารถนำมาคำนวณคาเฉลี่ยดวยสมการที่ (5.7) และ
ชวงความเชื่อมั่นดวยสมการที่ (5.9)

วิธีตัดขอมูลชวงแรกและประมวลผลหลายรอบเปนวิธีที่นิยมใชในกรณีทั่วไปที่เวลาในการประมวลผล 1
รอบไมยาวนัก แตหากแบบจำลองมีขนาดใหญ ใชเวลาประมวลผลนาน ควรเลือกวิธีประมวลผลเพียงรอบ
เดียว

5.4.3 วิธีประมวลผลเพียงรอบเดียว
จุดออนของวิธีตัดขอมูลชวงแรกและประมวลผลหลายรอบ (หัวขอที่ 5.4.2) คือ ตัดขอมูลชวงอุนเครื่องสำหรับ
ทุก ๆ รอบทำซ้ำ หากแบบจำลองมีขนาดใหญ ใชเวลาประมวลผลนาน การทิ้งขอมูลในชวงอุนเครื่องอาจทำให
สูญเปลามาก วิธีประมวลผลเพียงรอบเดียว (Single-replication design) ประมวลผลเพียง 1 รอบทำซ้ำ
ยาว ๆ เพื่อจะตัดชวงอุนเครื่องเพียงครั้งเดียว เนื่องจากการจำลองสถานการณแบบไมสิ้นสุดใหความสำคัญกับ
สมรรถนะของระบบในระยะยาวอยูแลว

ความยุงยากที่ตามมาคือขอมูลในรอบทำซ้ำเดียวกันมีความสัมพันธกัน ซึ่งสงผลตอคาประมาณความ
แปรปรวนและสะทอนตอไปยังชวงความเชื่อมั่น ขอมูลที่มีความสัมพันธเชิงบวกมีแนวโนมกระจุกตัวกัน ทำให
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ชวงความเชื่อมั่นแคบเกินจริง และดูเหมือนวาคาประมาณจากแบบจำลองแมนยำ ทั้ง ๆ ที่จริง ๆ แลวอาจ
ไมเปนเชนนั้น ความแปรปรวนของคาเฉลี่ยจากกลุมตัวอยาง tY1, Y2, . . . , YRu, VarpsY q, เกี่ยวของกับความ
แปรปรวนของประชากรดังนี้

VarpsY q “
1

R2

R
ÿ

i“1

R
ÿ

j“1
CovpYi, Yjq “

1
R2

R
ÿ

i“1
CovpYi, Yiq `

1
R2

R
ÿ

i“1

R
ÿ

j“1,i‰j

CovpYi, Yjq (5.21)

สมการที่ (2.11) แสดงนิยามของความแปรปรวนรวม CovpYi, Yjq สังเกตวา

‚ ถา Yi, เปนอิสระตอกัน CovpYi, Yjq “ 0 สำหรับ i ‰ j

‚ ถามาจากการแจกแจงเดียวกัน CovpYi, Yiq “ σ2
Y สำหรับทุก ๆ i

จากคุณสมบัติ i.i.d. นี้ สมการที่ (5.21) กลายเปน VarpsY q “ σ2
Y {R ซึ่งเปนที่มาของการประมาณ VarpsY q

ดวย S2
Y {R เมื่อ S2

Y เปนความแปรปรวนของกลุมตัวอยาง แตเมื่อขอมูลไมเปนอิสระตอกัน และอาจไมไดมา
จากการแจกแจงเดียวกันแลว

VarpsY q ‰
S2

Y

R

ดังนั้นจึงตองปรับขอมูลเพิ่มเติม เพื่อใหความสัมพันธเหลือนอยที่สุด หนึ่งในวิธีการที่ใชคือการใชคาเฉลี่ยกลุม
(Batch mean) แทนคาเอาทพุทพื้นฐาน คำนวณดังนี้

Y1, Y2, . . . , Yd
looooooomooooooon

ตัดชวงอุนเครื่อง

, Yd`1, Yd`2, . . . , Yd`m
loooooooooooomoooooooooooon

sY1

, Yd`m`1, . . . , Yd`2m
looooooooooomooooooooooon

sY2

, . . . , Yd`pk´1qm`1, . . . , Yd`km
looooooooooooooomooooooooooooooon

sYk

(5.22)

แนวความคิดคือขอมูลที่เกิดขึ้นในชวงเวลาหางกันมีความสัมพันธกันนอยกวาขอมูลที่เกิดขี้นใกล ๆ กัน เชน sY1

หางจาก sY2 มากกวา Y1 กับ Y2 ดังนั้นหากขนาดของกลุม (m) ใหญพอ คาเฉลี่ยกลุมที่ไดคงเกือบเปนอิสระตอ
กัน ดัชนีทางสถิติที่ใชตรวจสอบคือคาอัตสหสัมพันธ (Autocorrelation) Lag เปนหนึ่ง หรือ CorrpYi, Yi`1q

(อานคำนิยามไดจากสมการที่ 2.15) ซึ่งมักจะมีขนาดสูงกวาที่ Lag อื่น ๆ ขนาดของกลุมควรสูงพอที่ทำใหคา
อัตสหสัมพันธที่ Lag หนึ่งนี้ใกลเคียงศูนย แตมีขอจำกัดตรงที่ขนาดของกลุมสัมพันธกับจำนวนของคาเฉลี่ย
กลุมที่ได (k) การศึกษาเชิงประจักษ (Schmeiser, 1982) พบวาจำนวนคาเฉลี่ยกลุมควรอยูในชวง 10 ถึง 30
คา ถา k ต่ำกวา 10 จะมีจำนวนคาเฉลี่ยกลุมนอยเกินไป แตหากมีมากกวา 30 ก็แทบไมเเพิ่มประโยชนใด ๆ

นอกจากคาเฉลี่ยกลุมแลว ยังสามารถคำนวณคาสถิติอื่น ๆ เชน ความนาจะเปนหรือควอนไทลภายในกลุม
ได และนำคาเหลานี้มาวิเคราะหเหมือนคาเฉลี่ยกลุม คือ คำนวณคาเฉลี่ย (สมการที่ 5.7) และชวงความเชื่อมั่น
(สมการที่ 5.9) สำหรับขอมูลที่เกี่ยวเนื่องกับเวลา เชน จำนวนลูกคาในระบบ หรือจำนวนพนักงานที่ทำงานอยู
การหาคาเฉลี่ยกลุมคำนวณเปนคาเฉลี่ยเวลา คลายกับสมการที่ (5.2)

หัวขอสุดทายกลาวถึงประเด็นที่ควรพิจารณาหากใชแบบจำลองเดียวกันเพื่อประมาณคาดัชนีชี้วัดหลายตัว
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5.5 การประมาณคาดัชนีชี้วัดหลายตัวของระบบเดียว
หากการวิเคราะหพิจารณาระบบเดียวแตใชประมาณคาดัชนีชี้วัดหลายตัว สมมติวาเปน θi, i “ 1, 2, . . . , K

เชน θ1 เปนคาคาดหมายเวลาที่ลูกคาอยูในระบบ, θ2 เปนคาคาดหมายของสัดสวนของเวลาที่พนักงานทำงาน
จริง, θ3 เปนคาคาดหมายของสัดสวนของลูกคาที่รอเพื่อรับบริการนานกวาเปาหมาย คาความผิดพลาดในการ
ประมาณคาดัชนีชี้วัดเหลานี้ก็ยังระบุดวยชวงความเชื่อมั่นสำหรับแตละดัชนีชี้วัดเชนเดิม แตเนื่องจากชวง
ความเชื่อมั่นเหลานี้ถูกพิจารณาพรอมกัน คานัยสำคัญรวม (Overall confidence level) จึงนอยกวาคานัย
สำคัญของแตละอัน ชวงความเชื่อมั่นที่มีนัยสำคัญ 1 ´ α มีนัยวาโอกาสที่จะผิดพลาด (คือ ไมครอบคลุมคา
เฉลี่ยประชากรที่แทจริง) ไมเกิน α ถามีชวงความเชื่อมั่น C อัน แตละอันมีนัยสำคัญ 1 ´ αi จะไดวา

ความนาจะเปนของความผิดพลาดชนิดใด ๆ ď

C
ÿ

i“1
αi

อสมการของบอนเฟอรโรนี่ (Bonferroni inequality) ระบุวา ความนาจะเปนที่ทุกชวงความเชื่อมั่นถูก
ตองคือสวนที่เหลือของความนาจะเปนที่ผิดพลาดทางใดทางหนึ่ง ดังนั้นจึงไดวาความนาจะเปนที่ทุก ๆ ชวง
ความเชื่อมั่นไมพลาดคือ

ความนาจะเปนที่คาเฉลี่ยประชากร µi อยูในชวงความเชื่อมั่น สำหรับทุก ๆ ชวง i ě 1 ´

C
ÿ

i“1
αi (5.23)

หากผูวิเคราะหใชผลการทดลอง 1 ชุดเพื่อประมาณคาดัชนีชี้วัด C ตัว ใหใชสมการที่ (5.23) เพื่อกำหนด
ขอบเขตลางของนัยสำคัญรวม

หากทุกชวงความเชื่อมั่นเปนอิสระตอกัน โดยประมวลผลทีละชุดสำหรับแตละดัชนีชี้วัด นัยสำคัญรวมของ
ทุกชวงความเชื่อมั่นเมื่อพิจารณาพรอมกัน C ชวง หรือ

ความนาจะเปนที่คาเฉลี่ยประชากร µi อยูในชวงความเชื่อมั่น สำหรับทุก ๆ ชวง i “

p1 ´ α1qp1 ´ α2q ¨ ¨ ¨ p1 ´ αCq (5.24)

สังเกตวาดานขวาของสมการที่ (5.24) มากกวาดานขวาของสมการที่ (5.23)
ตัวอยางที่ 5.11 แสดงการนำสมการที่ (5.24) ไปใช

ตัวอยางที่ 5.11. แบบจำลองระบบใหบริการลูกคาทางโทรศัพทถูกใชเพื่อประมาณดัชนีชี้วัดหลายตัวของ
ระบบปจจุบันระบบเดียว เชน คาคาดหมายเวลาที่ลูกคาอยูในระบบ หรือคาคาดหมายของสัดสวนของเวลาที่
พนักงานทำงานจริง หากพิจารณาดัชนีชี้วัด 4 ตัว แตละตัวประมาณจากผลการทดลอง 1 ชุด จึงมีการทดลอง
4 อันที่เปนอิสระตอกัน ประมาณแตละดัชนีชี้วัดที่นัยสำคัญ 95% คานัยสำคัญรวมคือ 0.954 “ 0.81 ซึ่งนอย
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กวา 0.95 ที่เปนนัยสำคัญของแตละชวงความเชื่อมั่น แตหากใชการทดลอง 1 ชุดเพื่อประมาณคาดัชนีชีัวัด 4
ตัว จากสมการที่ (5.23) นัยสำคัญมีคารวมอยางนอย 1 ´ p0.05 ˆ 4q “ 0.80

l

จากตัวอยางที่ 5.11 สังเกตวาเมื่อทำการทดลองเพียงชุดเดียวเพื่อประมาณดัชนีชี้วัดหลายตัว นัยสำคัญ
รวมลดลงแบบเชิงเสนกับจำนวนดัชนีชี้วัดที่พิจารณา หากมีดัชนีชี้วัด 10 ตัวที่ประมาณดวยนัยสำคัญ 95%
นัยสำคัญรวมเหลือเพียง 1 ´ p10 ˆ 0.05q “ 0.5 ซึ่งนอยเกินไปสำหรับการนำไปวิเคราะหจริง ในทางกลับกัน
หากตองการใหนัยสำคัญรวม 95% แตละชวงความเชื่อมั่นจะตองมีนัยสำคัญ 1´0.05{10 “ 1´0.005 “ 99.5%

คานัยสำคัญที่เพิ่มขึ้นสงผลตอความกวางของชวงความเชื่อมั่น ในสูตร (5.9) มีพจน t1´α{2,ν เชน ที่ α “ 0.05

คาสถิติ t1´0.05{2,100 “ 1.984 เปรียบเทียบกับคาสถิติ t1´0.005{2,100 “ 2.871 ถาพจนอื่น ๆ ในสูตร (5.9) มีคา
เกือบคงที่ คาครึ่งชวงความเชื่อมั่นเมื่อนัยสำคัญ 99.5% กวางกวาที่นัยสำคัญ 95% ถึง 1.45 เทา (เมื่อองศา
อิสระเปน 100)

ดวยเหตุนี้จึงไมควรพิจารณาชวงความเชื่อมั่นของดัชนีชี้วัดหลาย ๆ ตัวพรอมกัน อาจมีดัชนีชี้วัดหลัก 2-3
ตัว แลวใหที่เหลือเปนดัชนีชี้วัดรองที่พิจารณาภายหลัง นอกจากนี้ควรใชการทดลอง 1 ชุดแยกสำหรับแตละ
ดัชนีชี้วัด และการทดลองเหลานี้เปนอิสระตอกัน เพราะนัยสำคัญที่ไดสูงกวา เชน หากพิจารณาดัชนีชี้วัด 10
ตัวพรอมกัน นัยสำคัญที่ไดคือ 0.9510 “ 0.6 ซึ่งมากกวากรณีที่ใชการทดลองเพียง 1 อันเพื่อประมาณดัชนีชี้วัด
ทุกตัว เพราะเหลือนัยสำคัญเพียง 0.5 คอมพิวเตอรในปจจุบันประมวลผลเร็วมาก เอื้อใหประมวลผลไดหลาย
ๆ รอบ จึงควรใชการทดลองที่เปนอิสระตอกันสำหรับแตละดัชนีชี้วัด การสรุปที่รัดกุมเพราะคานัยสำคัญที่เพิ่ม
ขึ้นชวยใหใชแบบจำลองที่พัฒนาถูกใชอยางคุมคากวา

ผูวิเคราะหมักใสใจการพัฒนาแบบจำลองคอมพิวเตอรแตละเลยการออกแบบการทดลองและการวิเคราะห
ผล จึงทำใหผลการวิเคราะหที่ ไดผิดพลาดหรือทำใหเขาใจผิด (Misleading) หัวขอตอไปกลาวถึงความผิด
พลาดที่ผูเขียนพบเปนประจำ

5.6 ความผิดพลาดที่พบบอย
ตัวอยางความผิดพลาดที่ผูเขียนพบบอย เชน

‚ รายงานเพียงแตคาเฉลี่ย ไมระบุคาคลาดเคลื่อนมาตรฐานหรือครึ่งชวงความเชื่อมั่น (หัวขอที่ 5.3)
‚ รายงานคาเชิงตัวเลขดวยจำนวนจุดทศนิยมมากเกินความแมนยำของขอมูลนำเขา โปรแกรมคอมพิวเตอร

ใหคาใดก็คัดลอกมาวางในรายงาน โดยไมคำนึงถึงจำนวนหลักของเลขนัยสำคัญ (Significant digits
หรือ Significant figures) ของขอมูลนำเขา (หัวขอที่ 5.3)

‚ พิจารณาเพียงแคคาเฉลี่ยของดัชนีชี้วัด แตไมคำนึงถึงเกณฑทางสถิติที่บงบอกระดับความเสี่ยง เชน
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ความนาจะเปน (หัวขอที่ 5.3.3) หรือควอนไทล (หัวขอที่ 5.3.4)
‚ เมื่อพิจารณาถึงเหตุการณที่จะเกิดขึ้นในอนาคต ใชชวงความเชื่อมั่นแทนชวงการทำนาย (หัวขอที่ 5.3.2)
‚ ประมวลผลดวยจำนวนรอบทำซ้ำที่กำหนดโดยไมมีกฎเกณฑ (Arbitrary) ตามแตจริตผูวิเคราะห แตไม

ไดกำหนดจำนวนรอบทำซ้ำที่ควรทำเพื่อใหไดความแมนยำที่ตองการ (หัวขอที่ 5.3.5)
‚ ในรายงานไมระบุเงื่อนไขที่ใชในการประมวลผล เชน จำนวนรอบทำซ้ำที่ใชประมวลผล สภาวะเริ่มตน

ความยาวของรอบทำซ้ำ (Run length)
‚ หากเปนการจำลองแบบสถานการณไมสิ้นสุด ผูวิเคราะหไมพิจารณาชวงอุนเครื่อง (หัวขอที่ 5.4)
‚ ในกรณีที่มีดัชนีชี้วัดหลายตัว ไมพิจารณานัยสำคัญรวม (Overall confidence level หัวขอที่ 5.5)

หัวขอ 1.6 กลาวถึงสถานการณที่อาจไมเหมาะที่จะใชการจำลองสถานการณเปนเครื่องมือวิเคราะห

แบบฝกหัด

5.1. ผูวิเคราะหประมวลผลแบบจำลองแผนกผูปวยนอกของโรงพยาบาลของรัฐแหงหนึ่ง 10 รอบทำซ้ำ
เอาทพุทเปนเวลารอของผูปวยจนกวาจะพบแพทยเฉลี่ย (หนวย: นาที) แทนดวยสัญลักษณ Wq ดังนี้

45.27 43.82 46.06 48.73 51.36 46.58 50.48 47.48 46.64 45.42

ประมาณคาสถิติตอไปนี้และอธิบายคาที่คำนวณได

(i) ชวงความเชื่อมั่นสำหรับ Wq ที่นัยสำคัญ 95%

(ii) คาควอนไทลที่ 90%

(iii) ความนาจะเปนที่ Wq ě 50 นาที

(iv) ชวงของคาเวลารอของผูปวยคนถัดไป ดวยความนาจะเปน 95%

(v) คำนวณจำนวนรอบทำซ้ำที่ตองการเพื่อประมาณคาเวลารอใหแมนยำภายใน 1 นาที

5.2. พิจารณาขอมูลดังตอไปนี้ ซึ่งเปนคาที่สังเกตไดของตัวแปรสุม X
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88.5 89.9 93.4 90.1 91.1 91.2 84.3 89.2
94.7 98.8 96.1 89.3 90.5 86.7 93.2 92.3
84.3 88.3 89.6 91.1 100.3 94.2 88.6 88.9
90.1 90.4 90.4 92.2 87.6 90.8 88.7 89.8
89 91.2 91.6 83.4 92.7 90.1 92.7 92.7
89.8 90.6 90.7 91 87.9 91.8 89.3 93.3
91.6 92.2 88.6 88.2 93 88.4 91 86.7
90.3 87.7 88.3 88.5 94.4 92.6 87.5 91
90 91.1 94.2 93.3 90.4 93.7 87.8 90.9
91.5 86.7 85.3 87.4 91.2 96.5 88.3 89.9
91.8 89.7 92.2

ประมาณคาสถิติตอไปนี้

(i) ความนาจะเปนที่ X ě 90 และชวงความเชื่อมั่นของความนาจะเปนนี้ที่นัยสำคัญ 95%
(ii) คา β ที่ทำใหสมการตอไปนี้เปนจริง

PrtX ď βu “ 0.8

และชวงความเชื่อมั่นของ β ดวยความนาจะเปน 90%

5.3. ซอฟตแวรจำลองสถานการณประมาณคาเฉลี่ยเวลาในระบบของงานซอม Y ได 118.86 นาที และครึ่ง
ชวงความเชื่อมั่นที่นัยสำคัญ 95% เทากับ 2.1816 นาที โดยใช 10 รอบทำซ้ำ ใหประมาณคาสถิติตอไป
นี้

(i) ความนาจะเปนที่เวลาในระบบของงานซอมเกินเปาหมายคือ 2 ชั่วโมง
(ii) คา β ที่ทำใหสมการตอไปนี้เปนจริง

PrtY ě βu “ 0.25

5.4. ถาหากเราใชแบบจำลองระบบผูปวยนอกเพื่อประมานดัชนีชี้วัด 4 ตัวดังนี้ เวลาที่คนไขรอคอยทั้งหมด
ในระบบ, เวลาที่คนไขอยูในระบบ, เวลาที่คนไขสุดทายออกจากระบบ, และสัดสวนของเวลาที่พยาบาล
ทำงานจริง โดยคำนวณชวงความเชื่อมั่นจากผลการประมวลผลชุดเดียวกันที่มีขนาดตัวอยาง 100 รอบ
ทำซ้ำ ตองการใหนัยสำคัญรวมเทากับ 95 % ชวงความเชื่อมั่นของแตละดัชนีชี้วัดจะตองมีนัยสำคัญ
เทาใดและใหระบุคาสถิติ t
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5.5. ตอเนื่องจากแบบฝกหัดขอที่ 5.4. หากมีชวงความเชื่อมั่นของดัชนีชี้วัด 4 ตัวนี้แลว โดยคำนวณจาก
ขอมูลที่เปนอิสระตอกัน แตละชวงความเชื่อมั่นมีนัยสำคัญ 95% นัยสำคัญรวมจะเปนเทาใด

5.6. ตอเนื่องจากแบบฝกหัดขอที่ 5.4. หากมีชวงความเชื่อมั่นของดัชนีชี้วัด 4 ตัวนี้แลว โดยคำนวณจาก
ขอมูลที่มาจากชุดเดียวกัน แตละชวงความเชื่อมั่นมีนัยสำคัญ 95% นัยสำคัญรวมจะเปนเทาใด
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ระบบแถวคอย (Queueing models หรือ Waiting line models) ที่เห็นไดทั่วไป เชน ที่เคานเตอรชำระ
เงินที่ซุปเปอรมารเก็ต รถรอจายเงินที่ดานเก็บเงินทางดวน คนไขรอเขาตรวจที่โรงพยาบาล เมื่อนำแถวคอย
มาเชื่อมตอกันไดเครือขายของแถวคอย (Network of queues) ตัวอยางในอุตสาหกรรมมีสายการประกอบ
ผลิตภัณฑตาง ๆ เชน รถยนต เครื่องใชไฟฟา หรือการใหบริการผูปวยนอกของโรงพยาบาล เพราะประกอบ
ดวยแถวคอยยอย ๆ เชน ตรวจสัญญาณชีพ เอ็กซเรย พบแพทย และจายยา ระบบแถวคอยมีสิ่งที่ตองการรับ
บริการ เรียกรวม ๆ วา ลูกคา (Customer) ซึ่งอาจเปนสิ่งไมมีชีวิตหรือไมมีรูปลักษณทางกายภาพก็ได เชน
คำสั่งซื้อของลูกคาทางอีเมล การบริการทำโดยผูใหบริการ (Server) อาจเห็นแถวคอยดวยตาหรืออาจไมเห็น
ก็ได เชน จัดลูกคาดวยบัตรคิว หรือใหลงรายชื่อ (Waiting list) โดยทั่วไปแบบจำลองแถวคอยใชเพื่อแสดง
พฤติกรรมของระบบแถวคอย, กำหนดระดับการใหบริการที่ระบบทำได, และใชเพื่อเปรียบเทียบระบบแถว
คอยหลาย ๆ ตัวเลือก

แบบจำลองแถวคอยใชเพื่อเปรียบเทียบกับผลที่ไดจากแบบจำลองสถานการณ โดยแบบจำลองแถวคอย
ที่จะกลาวถึงในบทนี้เปนแบบอยางงาย ที่สมมติวาเวลาที่เปนคาสุมมีการแจกแจงแบบเอ็กซโพเนนเชียล มี
ลูกคาเพียงชนิดเดียว มีความอดทนรอไดไมจำกัด คือ ไมออกจากระบบเมื่อเขาสูแถวแลว มีแถวคอยเพียง
แถวเดียว แตอาจมีผู ใหบริการหลายคน ซึ่งทำงานได เหมือนกันทุกคน คือ เวลาใหบริการมีการแจกแจง
เดียวกัน ผู ใหบริการทำงานไดตลอดเวลา ไมพิจารณาเวลาพักหรือเวลาเสีย จึงทำใหแบบจำลองจัดการได
งายทางคณิตศาสตร (Mathematically tractable) และประมวลผลไดรวดเร็ว

ลำดับการนำเสนอและตัวอยางสวนใหญในบทนี้มีพื้นฐานจากเอกสารประกอบการสอนบทที่ 13 หัวขอ
เรื่อง Queueing Theory ในหนังสือ Ragsdale (2008) เสริมดวยตัวอยางจากหนังสืออื่น ๆ หรือที่ผู เขียน
แตงขึ้นเอง ตำราเลมนี้วาดวยการจำลองสถานการณจึงไมเนนที่แบบจำลองแถวคอย และจะไมแสดงสูตร
คณิตศาสตรหรือการพิสูจนสูตรที่เปนผลลัพธของแบบจำลอง สิ่งเหลานี้ผูอานที่สนใจสามารถคนไดจากอินเตอรเน็ต
โดยใชคำสำคัญ “Queuing models tutorial” หรือหนังสือเรียนการวิจัยดำเนินงาน เชน Ragsdale (2008)
หรืออานบทแนะนำการประยุกต ใชแบบจำลองแถวคอย Ashley (2002) บทนี้ ใช เครื่องมือคำนวณที่ เปน
เอกซเซลแอดอิน ชื่อ QTP.xla หรือ Queueing toolpak ซี่งพัฒนาโดย ศ.ดร. Armann Ingolfsson และ
ดร. Fraser Gallopp จาก University of Alberta ประเทศแคนาดา ดาวนโหลดไดจาก http://apps.

business.ualberta.ca/aingolfsson/qtp/download.htm

6.1 ลักษณะของแบบจำลองแถวคอย
หัวขอนี้อธิบายถึงลักษณะพื้นฐานที่มีในทุก ๆ แถวคอย

http://apps.business.ualberta.ca/aingolfsson/qtp/download.htm
http://apps.business.ualberta.ca/aingolfsson/qtp/download.htm
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6.1.1 กระบวนการมาถึง
กระบวนการมาถึง (Arrival process) แสดงดวยจำนวนลูกคาที่มาถึงตั้งแตเวลา 0 จนถึงเวลา t แสดงดวย
ตัวแปรสุม Xptq ซึ่งมักจำลองดวยการแจกแจงแบบปวซอง (หวขอที่ 4.2.4) ที่มีพารามิเตอร เพียง 1 ตัว
คืออัตราการมาถึง λ ที่ เปนคาเฉลี่ย เชน λ “ 5 ตอชั่วโมง สังเกตวาจำนวนลูกคาที่มาถึงเฉลี่ยภายในชวง
เวลา r0, ts คือ λt ดังนั้นฟงกชันมวลความนาจะเปนในตารางที่ 4.5 จึงเปน

PrtXptq “ xu “
e´λtpλtqx

x!
(6.1)

สังเกตวาหนวยของ λ และ t สัมพันธกัน คือ ตองหักลางกันเมื่อนำมาคูณกัน หรือ λt ไมมีหนวย ถาจำนวน
ลูกคามาถึงตอหนึ่งหนวยเวลามีการแจกแจงแบบปวซอง เวลาระหวางการมาถึง (Interarrival time) มีการ
แจกแจงแบบเอ็กซโพเนนเชียลดวยพารามิเตอรเดียวกัน เชน ถาอัตราการมาถึง = 5 ตอชั่วโมง เวลาระหวาง
การมาถึงเฉลี่ย = 1/5 ชั่วโมง หรือ 12 นาที กลาวคือมีลูกคามาถึงทุก ๆ 12 นาทีโดยเฉลี่ย แตไมใชแนนอนทุก
ๆ 12 นาที พารามิเตอร λ ประมาณไดโดยเฉลี่ยจากจำนวนลูกคามาถึงตอหนึ่งหนวยเวลา เชน 1 ชั่วโมง, 30
นาที, หรือ 15 นาที เพราะการเก็บขอมูลจำนวนครั้งที่มาถึงตอหนึ่งหนวยเวลาอาจงายกวาเวลาระหวางการมา
ถึง ตัวอยางที่ 6.1 แสดงการประมาณคา λ

ตัวอยางที่ 6.1. ขอมูลตอไปนี้เปนจำนวนครั้งที่ลูกคาโทรเขาภายในชวงเวลา 1 ชั่วโมง ตั้งแต 6.00 น. ถึง
18.00 น. ของวันทำงานวันหนึ่ง สมมติให Xptq เปนจำนวนลูกคามาถึงใน 1 ชั่วโมง และใชการแจกแจงแบบ
ปวซองจำลอง Xptq

4 4 8 3 2 5 3 6 3 8 6 2

สังเกตวาในสมการที่ (6.1) มีพารามิเตอร λ ซึ่งสามารถประมาณไดจากคาเฉลี่ยกลุมตัวอยาง ดังนี้
pλ “

1
12

p4 ` 4 ` 8 ` 3 ` 2 ` 5 ` 3 ` 6 ` 3 ` 8 ` 6 ` 2q “ 4.5 ตอชั่วโมง

l

กระบวนการสุมอีกอันหนึ่งในระบบแถวคอยคือกระบวนการใหบริการ

6.1.2 กระบวนการใหบริการ
กระบวนการใหบริการ (Service process) วาดวยจำนวนผู ใหบริการและเวลาในการใหบริการ (Service
time, T ) ซึ่งคือระยะเวลาที่ลูกคาไดรับการบริการ (ไมรวมเวลารอคอยในแถว) นิยมจำลอง T ดวยการแจกแจง
แบบเอ็กซโพเนนเชียล (หวขอที่ 4.2.8) ซึ่งมีความนาจะเปนดังนี้

Prtt1 ď T ď t2u “

ż t2

t1

µe´µtdt “ e´µt2 ´ e´µt1 , t1 ď t2 (6.2)



134 แบบจำลองระบบแถวคอย

ซึ่งอาศัยพารามิเตอรเพียงหนึ่งตัว คือ อัตราการใหบริการ (Service rate, µ) เชน อัตราที่พนักงานรับโทรศัพท
ใหบริการลูกคาคือ 7 ตอชั่วโมง นั่นคือเวลาเฉลี่ยในการใหบริการคือ 1{µ หรือในตัวอยางพนักงานรับโทรศัพท
คือ 1/7 ชั่วโมง พารามิเตอร µ ประมาณไดจากเวลาเฉลี่ยที่ใชในการบริการลูกคา 1 คน ดังแสดงในตัวอยางที่
6.2

ตัวอยางที่ 6.2. ขอมูลตอไปนี้เปนเวลาที่แพทยใหคำปรึกษากับคนไข 1 คน (หนวย: นาที)
6.72 3.27 8.25 6.26 7.08 8.62 7.97 6.91 5.57 7.02

เวลาใหคำปรึกษาเฉลี่ยคือ 6.77 นาที ดังนั้น pµ = 1/6.77 ตอนาที หรือ 60/6.77 = 8.87 ตอชั่วโมง
นอกเหนือจากกระบวนการไหลเขาและกระบวนการใหบริการ ระบบแถวคอยยังมีรายละเอียดอื่น ๆ

6.1.3 ลักษณะอื่น ๆ
แถวคอยมีรายละเอียดสำคัญอื่น ๆ เชน

‚ ระเบียบแถวคอย (Queue discipline) เชน มากอนไดกอน (First come first serve, FCFS), มา
กอนไดทีหลัง (Last come first serve, LCFS) หรือลูกคามีลำดับความสำคัญตางกัน (Priority) บทนี้
จะกลาวถึงเฉพาะแถวคอยแบบ FCFS

‚ ความจุของแถวคอย (Queue capacity) แทนดวยสัญลักษณ c หากมีลูกคารอในแถว c คนแลว ลูกคา
คนใหมจะเขามาไมไดและจะถูกปฏิเสธจากระบบ เชน ระบบใหบริการทางโทรศัพทที่มีคูสายจำกัด หาก
มีลูกคารออยูในระบบมากเกินความจุ ลูกคาที่พยายามโทรเขาจะโทรเขาอีกไมได และจะไดรับสัญญาณ
ไมวางแทน หากไมไดระบุคาความจุที่ชัดเจน ความจุของแถวคอยจะสมมติวามีคาสูงมาก จนถือวาไม
จำกัด (Infinity)

‚ จำนวนของลูกคาที่เปนไปไดทั้งหมด (Size of calling population) เชน ระบบซอมบำรุงเครื่องจักร
ในโรงงานมีจำนวนลูกคาที่เปนไปไดทั้งหมดคือจำนวนเครื่องจักรที่โรงงานมีทั้งหมด หากไมไดระบุคา
ความจุที่ชัดเจน จะสมมติวาจำนวนของลูกคาที่เปนไปไดมีคาสูงมาก จนถือวาไมจำกัด

เพื่อใหการนิยามระบบแถวคอยกระชับและชัดเจน จึงมีการคิดคนการใชสัญลักษณเพื่อกำหนดลักษณะ

6.1.4 การใชสัญลักษณแบบเคนดอล
Kendall (1953) จึงไดนำเสนอสัญลักษณเคนดอล (Kendall notation) ซึ่งแสดงดัวยพารามิเตอร 3 ตัวหลัก
ดังนี้

a/b/c
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พารามิเตอร a แสดงกระบวนการมาถึง (หวขอที่ 6.1.1) ซึ่ง ใชสัญลักษณ M สำหรับกระบวนการปวซอง
เพราะเวลาระหวางการมาถึงเปนเอ็กซ โพเนนเชียลหรือไมขึ้นกับอดีต (Memoryless) ซึ่งคือมาร โค
เวียน (Markovian) นอกจากนี้ยังใช D สำหรับเวลาระหวางการมาถึงที่ เปนคาคงที่ (Deterministic)
และสัญลักษณ G (General) สำหรับเวลาระหวางการมาถึงแบบทั่วไปที่ระบุเพียงแคคาเวลาเฉลี่ยและ
สวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน

พารามิเตอร b แสดงการแจกแจงของเวลาการใหบริการ (หวขอที่ 6.1.2) ซึ่งอาจเปน M, D หรือ G เหมือน
พารามิเตอร

พารามิเตอร c แสดงจำนวนผูใหบริการ

เชน M/M/3 เปนระบบแถวคอยที่มีการมาถึงแบบปวซอง เวลาใหบริการมีการแจกแจงแบบเอ็กซโพเนนเชียล
และมีผูใหบริการ 3 คน

ถึงแมวาระบบแถวคอยอาจแตกตางกัน ดัชนีชี้วัดหลัก ๆ ที่เปนที่สนใจเกี่ยวเนื่องกับเวลารอคอย คุณภาพ
การใหบริการ และความคับคั่งในระบบ

6.2 ดัชนีชี้วัดของระบบแถวคอย
ดัชนีชี้วัดของระบบมีสองดานซึ่งถวงดุลกันอยู คือ ดานลูกคาและดานความคุมคาในการใชงานของระบบ หาก
ไมตองการใหลูกคารอนาน ตองใชจำนวนผูใหบริการมาก แตหากสูงเกินไป ผูใหบริการก็วางงานเปนสวนใหญ
และเกิดตนทุนสูง ดังนั้นประเด็นพื้นฐานของระบบแถวคอยคือเลือกจำนวนผูใหบริการหรือลักษณะการให
บริการ เพื่อถวงดุลระหวางสองดานนี้

ดัชนีชี้วัดสำหรับระบบแถวคอยสวนใหญเปนคาคาดหมาย (Expected value) ที่คำนวณจากคาความนา
จะเปนที่มีลูกคา n คนในระบบ (Pn) สำหรับทุก ๆ n “ 0, 1, . . . ดังนั้นการคำนวณที่เกี่ยวของกับระบบแถว
คอยจึงเริ่มจาก Pn ผูเขียนแสดงสูตรคำนวณดัชนีชี้วัดและคำสั่งใน QTP แอดอินควบคูไปดวย กำหนดให

˚ λ เปนอัตราการมาถึงในสมการที่ (6.1)

˚ µ เปนอัตราการใหบริการของผูใหบริการ 1 คน ตามที่แสดงในสมการที่ (6.2) โดยที่ λ และ µ ตองมี
หนวยเดียวกัน เชน ตอชั่วโมง หรือตอวัน

˚ s เปนจำนวนผูใหบริการ

สูตรดัชนีชี้วัดและคำสั่ง QTP ที่แสดงในหัวขอนี้สำหรับกรณีที่ความจุของแถวคอยและจำนวนของลูกคาที่
เปนไปไดทั้งหมดไมจำกัด
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คาความนาจะเปนที่มีลูกคา n คนในระบบ Pn เชน P1, P2, . . .

คำสั่ง QTP: =QTPMMS_PrState(n, λ, µ, s)

สัดสวนที่ผูใหบริการทำงาน (Utilization, ρ) ซึ่งคือเวลาที่บริการลูกคาหารดวยเวลาที่เขางานทั้งหมด คำนวณ
ไดดังนี้

ρ “
λ

sµ

คำสั่ง QTP: =QTPMMS_Util(λ, µ, s)

ความนาจะเปนที่ระบบวาง (P0) ไมมีลูกคาในระบบ ผูใหบริการจึงวาง
คำสั่ง QTP: =QTPMMS_PrEmpty(λ, µ, s)

จำนวนลูกคาที่รอในแถวคอยเฉลี่ย (Lq) เริ่มมีลูกคาในแถวเมื่อมีลูกคาในระบบมากกวาจำนวนผูใหบริการ

Lq “

8
ÿ

i“s`1
pi ´ sqPi (6.3)

คำสั่ง QTP: =QTPMMS_Lq(λ, µ, s)

จำนวนลูกคาที่รอในระบบเฉลี่ย (L) รวมที่รอในแถวและที่กำลังไดรับบริการอยู

L “

8
ÿ

i“1
iPi (6.4)

คำสั่ง QTP: =QTPMMS_L(λ, µ, s)

เวลารอเฉลี่ยในแถวคอย (Wq) ซึ่งคำนวณจาก Lq (สมการที่ 6.3) ดวย กฎของลิตเติ้ล (Little’s Law)

Wq “
Lq

λ
(6.5)

สังเกตวา Lq ไมมีหนวย ถา λ มีหนวย “ตอชั่วโมง” Wq จะมีหนวย “ชั่วโมง”
คำสั่ง QTP: =QTPMMS_Wq(λ, µ, s)

เวลารอเฉลี่ยในระบบ (W ) ซึ่งคำนวณจาก L (สมการที่ 6.4) ดวย กฎของลิตเติ้ล เพราะเวลาเฉลี่ยในระบบ
(W ) เปนผลบวกของเวลารอเฉลี่ยในแถว (Wq) และเวลาไดรับบริการเฉลี่ย (1{µ)

W “ Wq `
1
µ

(6.6)

W “
L

λ
(6.7)

คำสั่ง QTP: =QTPMMS_W(λ, µ, s)
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ความนาจะเปนที่ลูกคาที่เขามาตองรอ (Pw):

Pw “

8
ÿ

i“s

Pi “ 1 ´

s´1
ÿ

i“0
Pi

คำสั่ง QTP: =QTPMMS_PrWait(λ, µ, s)

หัวขอตอไปจะกลาวถึงแบบจำลองแถวคอยที่พื้นฐานและงายที่สุด บางครั้งเรียกวาระบบแถวคอยแบบ
มารคอฟ

6.3 แบบจำลอง M/M/s
แบบจำลองนี้มีกระบวนการมาถึงแบบปวซองดวยอัตรา λ ตอหนึ่งหนวยเวลา เวลาใหบริการมีการแจกแจง
แบบเอ็กซโพเนนเชียลดวยอัตรา µ ตอหนวยเวลา ลูกคารอในแถวคอยแถวเดียวและไดรับบริการแบบมากอน
ไดกอน (FCFS) โดยผูใหบริการที่วางคนแรก มีผูใหบริการที่เหมือนกัน s คน เงื่อนไขความเสถียรคืออัตราการ
มาถึงไมเกินอัตราที่ระบบสามารถใหบริการได กลาวคือ

λ ă sµ (6.8)

หาก λ ě sµ แถวคอยจะยาวขึ้นเรื่อย ๆ และสูตรคณิตศาสตรของแบบจำลองจะเปนโมฆะ สำหรับการใชเพื่อ
ตรวจสอบความถูกตองของแบบจำลองสถานการณ คา λ และ µ ถูกประมาณจากขอมูลที่นำมาสรางแบบ
จำลอง ดังที่แสดงดวยตัวอยางที่ 6.1-6.2 ตัวอยางที่ 6.3 แสดงการคำนวณดัชนีชี้วัด

ตัวอยางที่ 6.3. ศูนยสนับสนุนลูกคาของบริษัทซอฟตแวรแหงหนึ่งมีพนักงานดูแลลูกคาประจำ 1 คน การ
โทรเขาของลูกคาไมแนนอน มีการแจกแจงแบบปวซองดวยอัตราเฉลี่ย 5 ตอชั่วโมง พนักงานใหบริการลูกคา
ดวยอัตราเฉลี่ย 7 ตอชั่วโมงโดยประมาณ แตเวลาที่ใหบริการจริงเปนคาสุมที่มีการแจกแจงแบบเอ็กซโพเนน
เชียล ผูจัดการศูนยฯ ไดรับการรองเรียนจากลูกคาวาตองรอสายนาน เธอจึงอยากรูวาเวลารอคอยเฉลี่ยขณะนี้
มีคาเทาใด หากเวลารอคอยเฉลี่ยมากกวา 5 นาที เธอตองการกำหนดจำนวนพนักงานดูแลลูกคาที่ทำใหเวลา
รอคอยเหลือไมเกิน 2 นาทีหรือนอยกวา

หากจำลองระบบปจจุบันดวยแบบจำลอง M/M/1 จะใชพารามิเตอรดังนี้ λ “ 5/ชั่วโมง, µ “ 7/ชั่วโมง
และ s “ 1 สังเกตวาคาพารามิเตอรเหลานี้ทำใหเงื่อนไข (6.8) เปนจริง เมื่อใชสูตร =QTPMMS_Wq(5, 7, 1) ได
เวลารอคอยในแถว 0.36 ชั่วโมง หรือ 21.43 นาที ซึ่งสูงกวาเปาหมาย 5 นาทีมาก จึงทดลองเพิ่มจำนวน
พนักงานอีก 1 คน เปน 2 คน เมื่อใชสูตร =QTPMMS_Wq(5, 7, 2) พบวาเวลารอคอยในแถวเหลือ 1.25 นาที ตาม
เปาหมายที่ผูจัดการตองการ
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นอกเหนือจากเวลารอคอยในแถว ยังสามารถพิจารณาสัดสวนการทำงานจริงของพนักงาน ระบบปจจุบัน
มี ρ “ 71% คำนวณดวยสูตร =QTPMMS_Util(p5, 7, 1) แตระบบที่มีพนักงาน 2 คนมีสัดสวนการทำงานจริงลด
ลงเหลือ 36%

l

แบบจำลองในหัวขอที่แลวสมมติวาแถวคอยไมมีขีดจำกัด หรือขีดจำกัดเปนอนันต หัวขอนี้จะกลาวถึงกรณี
แถวคอยมีขีดจำกัด

6.4 แบบจำลอง M/M/s ที่มีขีดจำกัดของแถวคอย
บางสถานการณมีขนาดของพื้นที่รอคอยจำกัด เชน ระบบโทรศัพทในตัวอยางที่ 6.3 อาจสามารถรองรับคูสาย
รอเรียกไดไมเกิน 5 สาย ณ ขณะใดขณะหนึ่ง ถามีสายเขามาขณะที่มีคูสายรอเรียกอยูแลว 5 สาย ลูกคาคน
นั้นจะไดรับสัญญาณสายไมวาง วิธีลดจำนวนลูกคาโทรไมเขาคือการเพิ่มจำนวนคูสายที่รอเรียก แตถาลูกคา
โทรเขาไดแตตองรอนาน ลูกคาอาจชอบการโทรไมเขามากกวา ตัวอยางที่ 6.4 แสดงการคำนวณดัชนีชี้วัดของ
ระบบแถวคอยแบบนี้

ตัวอยางที่ 6.4. ตอเนื่องจากตัวอยางที่ 6.3 แตระบบรองรับคูสายรอเรียกไดไมเกิน 5 สาย ผูจัดการตองการ
ทราบผลกระทบของการเพิ่มจำนวนพนักงานดูแลลูกคาจาก 1 คน เปน 2 คน ในแง

˚ เวลาที่ลูกคารอในแถวจนกวาไดรับบริการ
˚ อัตราที่สายโทรไมเขา
การคำนวณในตัวอยางนี้ ใชสูตรเหมือนในตัวอยางที่ 6.3 แต เพิ่มขีดจำกัดของแถวคอยที่ 5 สาย เปน

พารามิเตอรสุดทายในสูตร เชน สำหรับคำนวณเวลาที่ลูกคารอในแถวใชสูตร =QTPMMS_Wq(5, 7, 1, 5) อัตรา
ที่โทรไมเขา คือ อัตราที่สายโทรเขาคูณความนาจะเปนที่ระบบเต็มเมื่อพนักงานทุกคนกำลังบริการลูกคาอยู
และแถวคอยเต็มขีดความจุ ดังนั้นความนาจะเปนที่ระบบเต็มคือ P6 เมื่อมีพนักงานใหบริการ 1 คน และ P7

เมื่อมีพนักงาน 2 คน
ตารางทึ่ 6.1 แสดงผลการคำนวณ สังเกตวาขนาดความจุของแถวคอยเปนปจจัยหนึ่งที่สงผลตอสมรรถนะ

ของระบบแถวคอย สังเกตวาเมื่อมีพนักงานใหบริการ 1 คน เวลารอคอยในแถวเมื่อกำหนดขีดจำกัดของแถว
คอย (13.55 นาที) มีคานอยกวาเมื่อใหลูกคารอคอยไดไมจำกัด (21.43 นาที) ในตัวอยางที่ 6.3 แตเวลารอ
คอยที่ลดลงนี้แลกมาดวยการที่ลูกคาบางสวนโทรไมเขา ถึงแมวาจะกำหนดขีดจำกัดของแถวคอย พนักงาน
เพียง 1 คนก็ยังไมเพียงพอที่จะลดเวลารอคอยใหต่ำกวาเปาหมายที่ 5 นาทีได จึงยังตองใชพนักงานรับสาย 2
คน

l
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ตารางที่ 6.1: การเปรียบเทียบสมรรถนะของระบบที่จำนวนพนักงานตาง ๆ สำหรับตัวอยางที่ 6.4

ดัชนีชี้วัด ผูใหบริการ 1 คน ผูใหบริการ 2 คน
เวลาที่ลูกคารอในแถว 0.23 ชม. (13.55 นาที) 0.02 ชม. (1.22 นาที)
สูตร QTP =QTPMMS_Wq(5, 7, 1, 5) =QTPMMS_Wq(5, 7, 2, 5)

อัตราที่สายโทรไมเขา (ตอชั่วโมง) 0.21 0.004
สูตร QTP =QTPMMS_PrState(6, 5, 7, 1, 5) =QTPMMS_PrState(7, 5, 7, 2, 5)

สัดสวนการทำงานจริงของพนักงาน 68% 36%
สูตร QTP =QTPMMS_Util(5, 7, 1, 5) =QTPMMS_Util(5, 7, 2, 5)

นอกเหนือจากการกำหนดขีดจำกัดของแถวคอยแลว ขนาดของกลุมลูกคาหรือประชากรอาจมีจำนวนไม
มาก จึงไมสามารถสมมติวาเปนอนันตได

6.5 แบบจำลอง M/M/s ที่มีขนาดประชากรจำกัด
ระบบนี้มีผูใหบริการ s คนโดยที่แตละคนใหบริการดวยอัตรา µ ตอหนึ่งหนวยเวลา แตเวลาในการใหบริการ
จริงมีการแจกแจงแบบเอ็กซโพเนนเชียล มีประชากรที่สมมติวาเหมือนกันที่อาจเปนลูกคา N คน รูปแบบการ
มาถึงของลูกคาแตละคนมีการแจกแจงแบบปวซองดวยอัตรา λ ตอหนึ่งหนวยเวลา ลูกคารอในแถว ๆ เดียว
และไดรับการบริการแบบมากอนไดกอน ตัวอยางของระบบที่มีจำนวนลูกคาที่เปนไปไดจำกัดนี้ เชน ระบบ
ซอมบำรุงเครื่องจักรในโรงงาน หรือระบบการซอมบำรุงคอมพิวเตอรในออฟฟศ โดยที่ลูกคาคือเครื่องจักรหรือ
คอมพิวเตอรที่เสีย ผูใหบริการคือชางซอม

แบบจำลองนี้ไมมีใน Queuing toolpak แตมีในอีกเอกซเซลเทมเพลทหนึ่งคือ Q.xls ซึ่งพัฒนาโดย ศ.ดร.
David W. Ashley สามารถดาวนโหลดไดจาก www.stat.ncsu.edu/people/reiland/courses/st501/

Q.xls หรืออาจสืบคนดวยคำสำคัญ Q.xls เทมเพลทนี้แยกแบบจำลองออกเปนเวิรคชีท ๆ ที่จะใชคือ M/M/

s with finite arriving population ตัวอยางที่ 6.5 แสดงวิธีการกำหนดคาพารามิเตอรและการคำนวณ
ดัชนีชี้วัด

ตัวอยางที่ 6.5. โรงกลึงแหงหนึ่งมี เครื่องจักรที่ เหมือนกัน 10 เครื่อง จำนวนครั้งที่ เครื่องจักรเหลานี้ เสีย
สามารถจำลองดวยการแจกแจงแบบปวซองที่มีอัตราเฉลี่ย 0.01 ครั้งตอ 1 ชั่วโมงการทำงาน เกิดตนทุน 800
บาทตอชั่วโมงตอเครื่องจักรที่ไมสามารถทำงานได โรงกลึงนี้มีชางซอมบำรุง 1 คน เวลาในการซอม (ไมรวม
เวลารอ) มีการแจกแจงแบบเอ็กซโพเนนเชียลดวยคาเฉลี่ย 8 ชั่วโมงตอเครื่อง (หรืออีกนัยหนึ่งคืออัตราการ
บริการเปน 1/8 ตอชั่วโมง) ผูบริหารตองการทราบผลกระทบของการเพิ่มจำนวนชางซอมอีก 1 คน ที่มีตอ

www.stat.ncsu.edu/people/reiland/courses/st501/Q.xls
www.stat.ncsu.edu/people/reiland/courses/st501/Q.xls
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เวลาที่ใชในการนำเครื่องจักรกลับมาใชอีกครั้งหนึ่ง (เวลาซอมและเวลารอจนกวาจะไดรับการซอม) ชางซอมมี
คาแรง 125 บาทตอชั่วโมง

ตัวอยางนี้แสดงการถวงดุลระหวางคุณภาพการบริการ (วัดดวยเวลาในการสงมอบเครื่องจักรคืน) และคา
ใชจายของผูใหบริการ ตารางที่ 6.2 เปรียบเทียบสมรรถนะของระบบเมื่อมีชางซอม 1 คน และ 2 คน คา
เสียโอกาสคำนวณจากจำนวนเครื่องจักรเสียในแผนกซอมคูณดวยคาเสียโอกาสตอชั่วโมงตอเครื่อง จะเห็นวา
ตนทุนรวมลดลงเมื่อเพิ่มจำนวนชางจาก 1 คน เปน 2 คน อาจวิเคราะหเพิ่มเติมเพื่อหาจำนวนชางที่ทำให
ตนทุนต่ำที่สุด เมื่อเพิ่มชางซอมเปน 3 คน ขนาดของคาเสียโอกาสที่ลดลงนอยกวาคาแรงพนักงานที่เพิ่มขึ้น
สะทอนดวยตนทุนรวมที่สูงขึ้น ดังนั้นจำนวนชางที่ทำใหตนทุนต่ำที่สุดคือ 2 คน

ตารางที่ 6.2: การเปรียบเทียบสมรรถนะของระบบที่จำนวนพนักงานตาง ๆ สำหรับตัวอยางที่ 6.5

ดัชนีชี้วัด ชาง 1 คน ชาง 2 คน ชาง 3 คน
เวลาที่เครื่องจักรอยูที่หองซอม (W , ชั่วโมง) 17.986 8.828 8.080
จำนวนเครื่องจักรเสียในแผนกซอม (L) 1.524 0.811 0.748
คาเสียโอกาสของเครื่องจักร (บาทตอชั่วโมง) 1,219.51 648.96 598.07
คาแรงพนักงาน (บาทตอชั่วโมง) 125 250 375
ตนทุนรวม (บาทตอชั่วโมง) 1,344.51 898.96 973.07

l

แบบจำลอง M/M/s จำกัดการแจกแจงของเวลาสุมวา เปนแบบเอ็กซ โพเนนเชียลเทานั้น หัวขอตอไป
พิจารณาแบบจำลองที่เวลาระหวางการมาถึงและเวลาใหบริการมีการแจกแจงทั่วไป

6.6 แบบจำลอง G/G/s
แบบจำลอง G/G/s เปดใหเวลาระหวางการมาถึงและเวลาในการใหบริการมีการแจกแจงใด ๆ ก็ได ผูใชเพียง
แคระบุอัตราการมาถึง (λ) อัตราการใหบริการ (µ) สวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของเวลาระหวางการมาถึง (σa)
และสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของเวลาใหบริการ (σs) เชน หากเวลาในการใหบริการเปนคาคงที่ สวนเบี่ยงเบน
มาตรฐานของเวลาใหบริการคือศูนย เพราะไมมีความแปรปรวน หรือในระบบที่ลูกคานัดหมาย (Appoint-
ment) สวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของเวลาระหวางการมาถึงก็เปนศูนยเชนกันเพราะไดกำหนดไวลวงหนาแลว
แบบจำลอง G/G/s จะกลายเปนแบบจำลอง M/M/s หากการมาถึงเปนกระบวนการปวซอง (เวลาระหวาง
การมาถึงเปนเอ็กซโพเนนเชียล) และเวลาในการใหบริการมีการแจกแจงแบบเอ็กซโพเนนเชียล แบบจำลอง
G/G/s
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นี้ดูใชไดหลากหลายก็จริง แตมีขอจำกัดตรงที่ดัชนีชี้วัดที่คำนวณจากแบบจำลอง G/G/s เปนคาประมาณ
ตางจากคาที่ไดจากแบบจำลอง M/M/s ที่เปนคาตรง (Exact) สำหรับกรณีที่ความจุของแถวคอยหรือขนาด
จำนวนประชากรจำกัด ตัวแบบ G/G/s มีความซับซอนกวาของแบบจำลอง M/M/s มาก จึงไมมีสูตรคำนวณ
ใน Queuing Toolpak กรณีที่ความจุของแถวคอยและขนาดจำนวนประชากรไมจำกัด พจนที่ตองระบุในคำ
สั่งมีดังนี้

QTPGGS_Lpλ, µ, s, , σa, σsq

ตัวอยางที่ 6.6 แสดงการใชแบบจำลองนี้เพื่อคำนวณดัชนีชี้วัด

ตัวอยางที่ 6.6. (M/D/1) ซิปปลูปเปนรานเปลี่ยนน้ำมันเครื่องรถยนตที่เปดทำการ 10 ชั่วโมงตอวันและ 6
วันตอสัปดาห ไดกำไร 100 บาทตอคัน จำนวนรถของลูกคาเขาใชบริการสามารถจำลองดวยกระบวนการปว
ซองดวยคาเฉลี่ย 3.5 คันตอชั่วโมง เวลาที่ใชในการเปลี่ยนน้ำมันเครื่องดวยมือเฉลี่ยประมาณ 15 นาที (0.25
ชั่วโมง) ดวยสวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน 2 นาที (หรือ 2/60 ชั่วโมง) สมมติวาเปลี่ยนน้ำมันเครื่องไดทีละคัน

มีเครื่องเปลี่ยนน้ำมันอัตโนมัติราคา 500,000 บาทในทองตลาด ผูขายอางวาเครื่องนี้ใชเวลาเปลี่ยนน้ำมัน
เครื่อง 3 นาทีตอคัน เจาของรานซิปปลูปตองการศึกษาผลกระทบของเครื่องเปลี่ยนน้ำมันอัตโนมัตินี้ในแง
ธุรกิจและประมาณเวลาคืนทุนของเครื่องนี้

หากการมาถึงเปนกระบวนการปวซอง เวลาระหวางการมาถึงมีการแจกแจงแบบเอ็กซโพเนนเชียลซึ่งมีคา
เฉลี่ยเทากับสวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน ดังนั้นระบบปจจุบันจึงมี λ “ 3.5, µ “ 4, s “ 1, σa “ 1{3.5, σs “ 2{60

และเวลามีหนวยชั่วโมง
เมื่อใชเครื่องจักรเปลี่ยนน้ำมันเครื่อง จะกำหนดสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของเวลาใหบริการเปนศูนย เพราะ

สมมติวาคาในแตละครั้งใกลเคียงกันมาก เพื่อการวิเคราะห สมมติเพิ่มวาเมื่อใชเครื่องอัตโนมัติ ลูกคาจะเขา
รานมากขึ้นเนื่องจากเห็นวารานบริการไดเร็วและแถวคอยสั้น อัตราที่เพิ่มนี้เปนอัตราที่ทำใหจำนวนลูกคาใน
ระบบ (L) เทาเดิม ระบบปจจุบันมี L « 3.99 อัตราการมาถึงที่ทำใหระบบที่นำเสนอนี้มี L เทากันคือประมาณ
17.535 คันตอชั่วโมง (โดยการลองผิดลองถูกบนเอกซเซล)

ตารางที่ 6.3: การเปรียบเทียบการเปลี่ยนน้ำมันเครื่องดวยมือและดวยเครื่อง (ตัวอยางที่ 6.6)

ดัชนีชี้วัด ระบบปจจุบัน เครื่องอัตโนมัติ
เวลารอ (Wq , ชั่วโมง) 0.89 0.18
สูตร QTP =QTPGGS_W(3.5, 4, 1, , 1{3.5, 2{60q =QTPGGS_W(17.535, 20, 1, , 1{17.535, 0q

จำนวนรถในราน (L) 3.99 3.99

ในการวิเคราะหเบื้องตน จะไมพิจารณาอัตราคิดลด, การเสื่อมราคาของเครื่องจักร, หรือคาใชจายอื่น ๆ
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เวลาคืนทุนสามารถคำนวณไดดังนี้

อัตราที่ลูกคาเขารานเพิ่มขึ้น “ 17.535 ´ 3.5 “ 14.035 คันตอชั่วโมง
กำไรที่เพิ่มขึ้น “ 100 ˆ 14.035 “ 1403.5 บาทตอชั่วโมง

“ 1403.5 ˆ 10 “ 14035 บาทตอวัน
“ 14035 ˆ 6 “ 84210 บาทตอสัปดาห

เวลาคืนทุน “ 500000{84210 “ 5.94 สัปดาห

ตัวอยางนี้อาจมีขอสมมติที่ไมสมจริงหลายประการ แตประเด็นหลักของตัวอยางนี้คือแสดงใหเห็นวาการ
คำนวณเบื้องตนสามารถทำไดงายและรวดเร็ว หากตัวเลือกที่พิจารณามีแนวโนมวาจะดี ก็สมควรที่จะวิเคราะห
อยางละเอียดขึ้นเพิ่มเติม l

ในกรณีแถวคอยที่พิจารณารองรับลูกคาที่มีเวลาใหบริการหลายแบบ ผูวิเคราะหยังสามารถใชแบบจำลอง
แถวคอยอยางงายเพื่อประมาณสมรรถนะระบบ โดยตองประมาณคาอัตราการใหบริการของระบบ

การประมาณคาอัตราการใหบริการเมื่อมีงานหลายชนิด
ผูวิเคราะหสามารถประมาณอัตราการใหบริการรวม จากเวลาการใหบริการเฉลี่ยยอย ๆ สมมติวามีลูกคา n

ชนิดและแตละชนิดมีอัตราการใชบริการ µi และมีสัดสวนของงานที่แถวคอยนั้นเปน fi โดยที่ řn
i“1 fi “ 1

อัตราการใหบริการเฉลี่ย (sµ) คำนวณจากเวลาการใหบริการเฉลี่ยไดดังนี้
1
sµ

“

n
ÿ

i“1
fi

ˆ

1
µi

˙

เชน มีงาน 2 ชนิดที่มี µ1 “ 1 และ µ2 “ 2 และ f1 “ f2 “ 0.5 จะได
1
sµ

“
0.5
1

`
0.5
2

“ 3{4

ดังนั้น sµ “ 4{3

หัวขอที่ผานมากลาวถึงแถวคอยทีละระบบ ในแงปฎิบัติ ระบบที่พิจารณามักเปนเครือขายแถวคอย

6.7 เครือขายแถวคอย
ระบบจริงมีความซับซอนกวาแถวคอยเพียงอันเดียว กลาวคือเปนแถวคอยหลายระบบเชื่อมตอกันเปนเครือ
ขาย เชน สายการประกอบ (Assembly line), Flow shop หรือ Job shop หัวขอนี้สมมติวาแถวคอยแตละ
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อันมีความจุของแถวคอยไมจำกัด เพื่อไมตองพิจารณากรณีที่แถวคอยตนน้ำไมสามารถปลอยงานออกเพราะ
แถวคอยถัดไปมีงานเต็ม (Blocking) แถวคอยบางอันอาจมีลูกคาเขามาจากภายนอก แถวคอยที่ j ใหบริการ
ลูกคาดวยอัตราเดียวคือ µj แตวาแตละงานไมจำเปนตองมีลำดับงานเดียวกัน งานที่ออกจากแถวคอย i อาจ
ไปสูแถวคอย j ดวยความนาจะเปน pij เชน งานที่ไมผานการตรวจสอบคุณภาพอาจถูกนำไปทิ้งหรืออาจนำ
ไปแกไข วิธีการวิเคราะหเครือขายแถวคอยคือคำนวณอัตราการมาถึงสุทธิของแตละแถวคอย แลวจึงวิเคราะห
แตละแถวคอยทีละระบบ หลักการคืออัตราการมาถึงแถวคอยตองเทากับอัตราการไหลออก นอกจากนี้ยังมี
เงื่อนไขความเสถียรของแถวคอย คือ อัตราการมาถึงของแถวคอย j (λj) ตองไมเกินอัตราการทำงานของแถว
คอยนั้น (sjµj) เมื่อ sj เปนจำนวนผูใหบริการของแถวคอย j และ µj เปนอัตราการใหบริการของผูใหบริการ
แตละคน นั่นคือ

λj ď sjµj

ทฤษฎีของเครือขายแจ็กสัน (Jackson network) กลาววา หากกระบวนการมาถึงของงานจากภายนอก
เปนกระบวนการปวซอง และแถวคอย j มีผูใหบริการที่เหมือนกัน sj หนวย โดยที่เวลาในการใหบริการมีการ
แจกแจงแบบเอ็กซโพเนนเชียลดวยอัตรา µj และมีความจุของแถวคอยไมจำกัด แถวคอยนั้นจะมีพฤติกรรม
เหมือนแถวคอย M/M/cj (Kleinrock, 1975)

หัวขอนี้จะกลาวถึงการคำนวณอัตราการมาถึงสุทธิ ตามดวยตัวอยางการคำนวณเครือขายแถวคอย

การคำนวนอัตราการมาถึงสุทธิ
การคำนวณอัตราการมาถึงสุทธิอาศัยหลักการงาย ๆ วาอัตราการมาถึงตองเทากับอัตราการไหลออก และ
อัตราการมาถึงสุทธิเปนผลบวกของอัตราการมาถึงยอย ๆ ซึ่งอาจเปนการไหลกลับ (Feedback) ของแถวคอย
นั้นเองก็ได ใหมองแถวคอยวาเปนกลองดำ (Black box) คือไมตองพิจารณาจำนวนผูใหบริการที่มี กำหนดให
λj เปนอัตราการมาถึงสุทธิของแถวคอย j; aj เปนอัตราการมาถึงจากภายนอก; pij เปนความนาจะเปนที่
ลูกคาออกจากแถวคอย i และไหลสูแถวคอย j; เครือขายแถวคอยนี้มีแถวคอย n ระบบ

λj “ aj `

n
ÿ

i“1
λipij (6.9)

สังเกตวามีหนึ่งสมการสำหรับหนึ่งแถวคอย จึงมี n สมการและ n ตัวแปรที่ไมทราบคา (Unknown variable)
เมื่อพิจารณารวมกันจึงเปนระบบของสมการเชิงเสน (System of linear equations) ที่สามารถใช Solver ที่ี
มีในเอกซเซลเพื่อแกสมการได

ตัวอยางที่ 6.7. ในรูปที่ 6.1 มีแถวคอย 3 ระบบ แถวคอยที่ 1 และ 2 มีงานจากภายนอกเขาระบบ สวนแถว
คอยที่ 3 มีการไหลกลับ
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รูปที่ 6.1: เครือขายแถวคอยสำหรับตัวอยาง 6.7

อัตราการมาถึงแตละแถวคอยสุทธิสามารถคำนวณโดยใชสมการที่ (6.9) ดังนี้

λ1 “ a1 “ 5 /hr
λ2 “ a2 ` λ1p12 “ 6 ` p0.2 ˆ 5q “ 7 /hr
λ3 “ λ1p13 ` λ2p23 ` λ3p33

“ p5 ˆ 0.8q ` p7 ˆ 0.5q ` pλ3 ˆ 0.1q

0.9λ3 “ 7.5

λ3 “ 8.33 /hr

ในตัวอยางนี้ สามารถแกสมการไดทีละสมการและแทนคาพจนที่ทราบคาตามลำดับ ในบางกรณีอาจตองใช
Solver ชวยแกเพื่อใหรวดเร็วและผิดพลาดนอยกวาแกดวยมือ

l

ตัวอยางที่ 6.8 แสดงการคำนวณดัชนีชี้วัดสำหรับเครือขายแถวคอย

ตัวอยางที่ 6.8. มีแถวคอย 2 ระบบเชื่อมตอกันเปนอนุกรม แตละแถวคอยมีผูใหบริการ 1 คน เวลาในการ
ใหบริการเปนอิสระตอกันและมีการแจกแจงแบบเอ็กซโพเนนเชียลดวยคาเฉลี่ย 3 นาทีที่แถวคอยที่ 1 และ 4
นาทีที่แถวคอยที่ 2 แถวคอยแรกมีงานเขาระบบที่มีลักษณะเปนกระบวนการปวซองดวยอัตรา 10 ตอชั่วโมง
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ใหคำนวณดัชนีตอไปนี้

˚ คาเฉลี่ยจำนวนงานที่แถวคอย 1 และแถวคอย 2

˚ ความนาจะเปนที่ผูใหบริการทั้งสองคนวาง

˚ จำนวนงานในระบบเฉลี่ยและเวลาในระบบเฉลี่ย

เนื่องจากแถวคอยสองระบบนี้ตอกันเปนอนุกรมและไมมีงานถูกตีกลับ อัตราที่งานมาถึงสุทธิจึงเทากัน
λ1 “ λ2 “ 10/ชม. อัตราการใหบริการเปนสวนกลับของเวลาใหบริการเฉลี่ย จึงไดวา µ1 “ 20/ชม. และ
µ2 “ 15/ชม. ดวยขอสมมติของโจทยทำใหสามารถจำลองระบบแถวคอยที่ 1 และ 2 เปน M/M/1 อาจใชคำ
สั่ง =QTPMMS(. . .) หรือคำนวณดวยมือจากสูตรก็ได ไดผลดังนี้

‚ คาเฉลี่ยจำนวนงานที่แถวคอย 1 (L1) = 1 และแถวคอย 2 (L2) = 2
‚ ความนาจะเปนที่ผูใหบริการทั้งสองคนวาง = ความนาจะเปนที่แถวคอยที่ 1 วาง ˆ ความนาจะเปนที่

แถวคอยที่ 2 วาง = p1{2q ˆ p1{3q “ 1{6

‚ จำนวนงานในระบบเฉลี่ย = L1 ` L2 “ 3 เวลาในระบบเฉลี่ยคือผลบวกของเวลาในแถวคอยที่ 1 และ
เวลาในแถวคอยที่ 2 = 0.1 ` 0.2 “ 0.3 ชม.

l

6.8 บทสงทาย
ในการนำแบบจำลองแถวคอยไปใชกับปญหาจริง ผูวิเคราะหควรระลึกไววาแบบจำลองเหลานี้ใหผลลัพธที่เปน
คาเฉลี่ยระยะยาวคือที่สภาวะคงตัว (Steady state) และไมไดนำผลกระทบจากชวงที่ระบบเพิ่งเริ่มปฏิบัติ
การ (Start-up effects) เชน ขณะที่ธนาคารเพิ่งเปด ไมมีลูกคาอยู ในธนาคาร มาคำนวณ ผู ใชตัวแบบจึง
ควรทราบวาแบบจำลองนั้นประเมินสมรรถนะระบบจริงไปในทิศทางใด คาจริงนาจะต่ำกวาที่แบบจำลอง
ประเมินหรือสูงกวา แบบจำลอง M/M/s มีเวลาระหวางการมาถึงและเวลาใหบริการที่มีการแจกแจงแบบ
เอ็กซโพเนนเชียล ซึ่งมีสัมประสิทธิ์การแปรผัน (Coefficient of variation, cv) เทากับหนึ่ง cv คำนวณจาก
สวนเบี่ยงเบนมาตรฐานหารดวยคาเฉลี่ย หากสถานการณที่พิจารณามีสัมประสิทธิ์การแปรผันนอยกวา 1 คาด
วาสถานการณจริงจะคับคั่งนอยกวาที่แบบจำลองใหคาไว คือ คาเวลารอคอยจริงหรือจำนวนลูกคาในระบบ
นาจะนอยกวาคาที่แบบจำลองประเมิน ในทางตรงกันขามหากมีสัมประสิทธิ์การแปรผันมากกวา 1 คาดวา
สถานการณจริงจะคับคั่งมากกวา คือ คาเวลารอคอยจริงหรือจำนวนลูกคาในระบบนาจะมากกวาคาที่แบบ
จำลองประเมิน
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แบบฝกหัด
6.1. เมื่อโทรเขาศูนยแจงเหตุ 191 โอกาสที่จะไมมีคนรับสายตองต่ำมาก ๆ ถึงแมวาพนักงานรับสายอาจใช

เวลานานมาก ๆ ในการพูดคุยแตละสาย ศูนยฯ แยกสายโทรเปน 2 ชนิดคือ ใหขอมูล (เวลาพูดในสาย
ประมาณ 1 นาที) และแจงเหตุดวน (เวลาพูดในสายประมาณ 15 นาที) ประมาณ 20% ของสายที่เขามา
เปนชนิดแจงเหตุดวน ในชวงที่ยุงมาก ๆ สายเขามาที่ศูนยฯ ดวยอัตรา 30 ตอชั่วโมง ทางศูนยฯ ตองการ
จางพนักงานใหเพียงพอที่จะไมมีประชาชนรอสาย จริง ๆ แลวถาพนักงานรับสายทุกคนรับสายอยู สาย
ที่เขามาจะถูกโอนไปยังสถานีตำรวจซึ่งอยูนอกขอบเขตของแบบจำลองนี้ ใหสมมติวากระบวนการโทร
เขาเปนปวซองและเวลาใหบริการมีการแจกแจงแบบเอ็กซโพเนนเชียล และระบบปจจุบันมีพนักงานรับ
สาย 4 คน
ใหคำนวณดัชนีตอไปนี้

(i) อัตราใหบริการของพนักงานรับสาย
(ii) คาเฉลี่ยจำนวนพนักงานรับสายที่ทำงานจริง
(iii) ความนาจะเปนที่สายจะถูกโอนไปสถานีตำรวจ
(iv) อัตราที่ศูนยรับสาย
(v) อัตราที่สายถูกโอนไปสถานีตำรวจ

6.2. แผนกซอมและตรวจสอบแหงหนึ่งประกอบดวยสองสถานี สถานีซอมมีชาง 2 คน และสถานีตรวจสอบ
คุณภาพมีชาง 1 คน ชางซอมแตละคนทำงานดวยอัตรา 3 ตอชั่วโมง ชางตรวจสอบทำงานดวยอัตรา
8 ตอชั่วโมง ประมาณ 10% ของชิ้นงานไมผานการตรวจสอบและถูกสงกลับไปที่แผนกซอม (สมมติวา
เปนสัดสวนนี้ถึงแมวาชิ้นงานจะถูกซอมหลายครั้งแลว) งานมาถึงระบบดวยอัตรา 5 ตอชั่วโมง สามารถ
จำลองรูปแบบที่งานมาถึงดวยกระบวนการปวซองและเวลาใหบริการดวยการแจกแจงแบบเอ็กซโพเนน
เชียล ใหคำนวณ

(i) เวลาที่งานรอที่สถานีซอมและเวลารอที่สถานีตรวจสอบ
(ii) อัตราที่งานไหลเขามากที่สุดที่ระบบจะรองรับไดโดยยังไมตองจางคนเพิ่ม

6.3. ระบบแถวคอยแบบ M/M/1 มีอัตราการมาถึง λ “ 0.4 ตอชั่วโมง และอัตราการใหบริการ µ “ 0.5 ตอ
ชั่วโมง

(i) ใหใชแบบจำลองแถวคอยคำนวณคาเฉลี่ยของเวลารอคอยของลูกคาในแถว
ถาผูวิเคราะหสรางแบบจำลองสถานการณของระบบนี้ แลวพบวาคาเฉลี่ยของเวลารอคอยของ
ลูกคาในแถวคือ 6.32 ชั่วโมง
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(ii) ใหเหตุผลอยางนอย 2 ประการสำหรับความแตกตางของคาเฉลี่ยจากตัวแบบแถวคอยและจาก
แบบจำลองสถานการณ

(iii) ระบุขอดีของแบบจำลองสถานการณเมื่อเปรียบเทียบกับแบบจำลอง M/M/s อยางนอย 2 ขอ

6.4. ผูโดยสารเดินมาที่เคานเตอรเช็คอินที่สนามบินดวยอัตรา 0.625 ตอนาที แตจำนวนผูโดยสารที่มาจริง
ไมคงที่ สมมติวาเวลาระหวางการมาถึงมีการแจกแจงแบบเอ็กซโพเนนเชียล ที่หนาเคานเตอรเช็คอิน ผู
โดยสารรอในแถวเดียวจนกวาเจาหนาที่คนใดคนหนึ่งจะวาง มีเจาหนาที่ 5 คน เวลาเช็คอินประมาณ 5
นาที ดวยความแปรปรวนเฉลี่ย ˘ 25% รอบคาเฉลี่ยนี้ เมื่อเช็คอินเสร็จ ผูโดยสารสามารถเดินไปที่ประตู
ขึ้นเครื่องได ใหใชแบบจำลองแถวคอยเพื่อประมาณเวลาเฉลี่ยที่ผูโดยสารอยูที่เคานเตอรเช็คอิน ใหระบุ
ชนิดของแบบจำลองที่ใช

6.5. หองเก็บเครื่องมือรองรับการเขาใชบริการแบบปวซอง มีเวลาการใหบริการแบบเอ็กซโพเนนเชียล และ
ใหบริการชางแมคคานิคเปนจำนวนมาก โดยเฉลี่ย จะมีชาง 1 คนเขามาใชบริการทุกๆ 4 นาที และ
พนักงานหองเก็บเครื่องมือใชเวลาประมาณ 3 นาทีในการใหบริการชาง 1 คน คาแรงของพนักงานหอง
เก็บเครื่องมือวันละ 300 บาท และคาแรงของชางแมคคานิควันละ 600 บาท คุณคิดวาทางโรงงานควร
จางพนักงานหองเก็บเครื่องมือเพิ่มอีกคนหรือไม ใหแสดงเหตุผลที่เปนตัวเลขประกอบขอเสนอแนะของ
คุณ
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บทที่ผานมาถือวาแบบจำลองเปนกลองปดทึบสีดำ (Black box) ผูใชกำหนดตัวแปรนำเขา ตรรกะความ
สัมพันธระหวางตัวแปร และดัชนีชี้วัดที่ เปนเอาทพุท บทนี้จะอธิบายวาความไมแนนอนในตัวแบบเกิดขึ้น
ไดอยางไร โดยแบงออกเปนสองสวน หัวขอที่ 7.1 กลาวถึงการสรางเลขสุมที่มีการแจกแจงแบบสม่ำเสมอ
มาตรฐาน ซึ่งก็คือการแจกแจงแบบสม่ำเสมอที่อยูในชวง [0, 1] มักเรียกวาการสรางเลขสุม (Random num-
ber generation) เพราะคาสุมแบบสม่ำเสมอมาตรฐานนี้เปนพื้นฐานในการสรางคาสุมที่มีการแจกแจงแบบ
อื่น ๆ ซึ่งจะกลาวถึงในหัวขอที่ 7.2 เรื่องการสรางคาตัวแปรสุม (Random variate generation)

7.1 การสรางเลขสุมแบบสม่ำเสมอมาตรฐาน
ฟงกชันที่สรางคาเลขสุมแบบสม่ำเสมอมาตรฐานนี้ใหคาสุมที่มีคามากกวา 0 แตไมเกิน 1 เชน ฟงกชัน RAND()

ในเอกซเซล สมการที่ (7.1) กำหนดฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปน (PDF) ของการแจกแจงนี้ มีคาเฉลี่ย
ที่ 1{2 สวนเบี่ยงเบนมาตรฐานเทากับ 1{

?
12 รูปที่ 7.1 แสดงกราฟของ PDF

fpxq “

$

&

%

1, สำหรับ 0 ď x ď 1

0, สำหรับ x ă 0 หรือ x ą 1
(7.1)
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f(
x)

รูปที่ 7.1: PDF ของการแจกแจงแบบสม่ำเสมอมาตรฐาน

วิธีที่ใชสรางเลขสุมใหเลขสุมเทียม (Pseudo-random number) ไมใชเลขสุมจริง ๆ โดยใชขั้นตอนวิธี
(Algorithm) สรางลำดับตัวเลข (Sequence) หรือมองไดวาเปนตารางตัวเลขที่มีอันดับกอนหลังที่ตายตัว เชน
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ตารางที่ A.1 ใน Banks et al. (2005) แสดงทศนิยมของเลขสุมดังนี้ 0.94737, 0.87259, 0.63856, . . . แบบ
จำลองดึงเลขสุมทีละตัวจากตารางโดยการเรียกฟงกชัน เมื่อใดก็ตามที่ใชตัวเลขจนสิ้นสุดตารางก็จะกลับมา
เริ่มที่ตนตารางใหมและวนอยางนี้ไปเรื่อย ๆ เขียนเปนลำดับไดดังนี้

u1, u2, u3, . . . , uP ´1, uP , u1, u2, . . .

โดยที่ P คือคาบ (Period) หรือจำนวนตัวเลขสุมในลำดับ เหตุผลที่ใชขั้นตอนวิธีทางคณิตศาสตรแทนที่จะใช
วิธีทางกายภาพ (เชน การแตกตัวของอะตอมกัมมันตภาพรังสี) ก็เพื่อใหไดเลขสุมที่มีคุณสมบัติที่ตองการ ดังนี้

‚ ความสม่ำเสมอ (Uniformity): ตัวเลขที่สรางไดกระจายตัวอยางสม่ำเสมอในชวง 0 ถึง 1 ไมกระจุกตัว
อยูที่ใดที่หนึ่งหรือวางเวนชวงใดชวงหนึ่ง

‚ ความเปนอิสระตอกัน (Independence): เลขสุมคาหนึ่ง ๆ เปนอิสระตอคาอื่น ๆ (ไมมีสหสัมพันธ)

‚ ประสิทธิภาพและความประหยัด (Efficiency and Economy): วิธีที่ใชสรางเลขสุมประมวลผลไดเร็ว
และไมอาศัยหนวยความจำของคอมพิวเตอรมากนักเนื่องจากแบบจำลองตองใชเลขสุมจำนวนมาก ขั้น
ตอนวิธีที่ใชสรางคาตัวแปรสุมสามารถโยกยายไปยังเครื่องคอมพิวเตอรอื่น ๆ ไดงาย (Portable)

‚ ความทำซ้ำได (Reproducibility): สามารถสรางเลขสุมชุดใด ๆ ซ้ำได คุณสมบัตินี้มีประโยชนสำหรับ
การเปรียบเทียบทางเลือก ใหทุกทางเลือกไดเผชิญกับความไมแนนอนอยางเดียวกัน เพื่อใหเอาทพุทที่
ประมวลผลไดจากแบบจำลองสะทอนความแตกตางของทางเลือกไดชัดขึ้น

‚ สายเลขสุมหลาย ๆ สาย (Multiple streams): สายเลขสุม (Random number stream) ทำงาน
เสมือนเปนตัวสรางเลขสุม (Random number generator) ที่แยกกัน แตละสายนำไปใชสำหรับแตละ
แหลงความแปรปรวนในแบบจำลอง เชน ขบวนการมาถึง ขบวนการใหบริการ

หัวขอที่ 7.1.1-7.1.3 จะกลาวถึงขั้นตอนวิธีที่ใชสรางเลขสุมแบบสม่ำเสมอ ซึ่งพัฒนาเพิ่มเติมจากวิธีกอน
หนาเปนลำดับเพื่อใหไดคาบที่ยาวขึ้นและมีคุณสมบัติทางสถิติที่ดี (แหลงอางอิงหลักคือ Nelson 2013)

7.1.1 Multiplicative Congruential Generator (MCG)
วิธี MCG ใชเลขสุมตัวหนึ่ง zi´1 สรางเลขสุมตัวถัดไป zi ดวยสูตรดังนี้

zi “ azi´1 mod m (7.2)

ui “
zi

m
(7.3)
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ในสมการที่ (7.2) ตัวปฏิบัติการ mod คือจำนวนเต็มที่เปนเศษเหลือจากการหารดวย m เชน 11 mod 3 “ 2

สังเกตวา zi เปนจำนวนเต็มที่อยูใน t0, 1, 2, . . . , m ´ 1u จึงตองหารดวย m (สมการที่ 7.3) เพื่อใหไดคาที่อยู
ในชวง r0, 1s

กรณีทั่วไปของ MCG คือ Linear congruential generator (LCG) ซึ่งมีพจน c บวกเพิ่มในสมการที่ (7.2)
จึงไดสมการที่ (7.4) ขางลางนี้ และอาศัยสมการที่ (7.3) เพื่อใหคาที่ได ui อยูในชวง r0, 1s

zi “ pazi´1 ` cq mod m (7.4)

ตัวอยางที่ 7.1 แสดงการใชสูตร (7.2)-(7.3)

ตัวอยางที่ 7.1. (ตัวอยางจากหัวขอที่ 6.5 ใน Nelson 2013) พิจารณา MCG ดังตอไปนี้

zi “ p630,360,016zi´1q mod p231 ´ 1q (7.5)

ui “
zi

231 ´ 1
(7.6)

กำหนดให z0 “ 281,629,770 ใชสมการที่ (7.5)-(7.6) อยางตอเนื่อง จะได

z1 “ p630,360,016z0q mod p231 ´ 1q “ 405,335,040

u1 “
z1

m
“

405,335,040
231 ´ 1

“ 0.1887

z2 “ p630,360,016qz1 mod p231 ´ 1q “ 1,422,605,440

u2 “
z2

m
“

1,422,605,440
231 ´ 1

“ 0.6624

... ... ...

l

มีขอสังเกตเกี่ยวกับวิธี MCG ดังนี้

˚ คาบที่มากที่สุดที่เปนไดของ MCG (สมการที่ 7.2-7.3) คือ m ´ 1 เพราะเลขสุม ui ที่ไดจากสมการ
ที่ (7.3) คือ t0, 1{m, 2{m, . . . , pm ´ 1q{mu เพราะไมใช 0 เพราะทำใหคาตอมาเปน 0; หากใช LCG
(สมการที่ 7.4) คาบที่มากที่สุดที่เปนไดคือ m

˚ ตองการใหคาบมีคาสูง เพื่อใหเลขสุมที่สรางไดเปนจุดถี่ ๆ ในชวง [0,1] หากคอมพิวเตอรเปนแบบ 32-
บิต จำนวนเต็มสูงสุดที่เครื่องรองรับไดคือ m “ 231 ´ 1 แตการเลือกคาพารามิเตอรอื่น ๆ เชน a และ z0

ใหเหมาะสมก็สำคัญตอขนาดของคาบ
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˚ จากสมการที่ (7.2) สามารถพิสูจนไดวา

zi “ aiz0 mod m “ pai mod mqz0 mod m

ดังนั้นตัวสรางคาตัวแปรสุมเพียงตัวเดียวที่มีคาบยาวพอสามารถใชเปนตัวสรางคาตัวแปรสุมเสมือน
หลาย ๆ ตัวได โดยที่แตละอันเริ่มตนทีต่นกำเนิด (Seed) ที่หางกัน z0 (Nelson, 2013)

วิธี MRG พัฒนาตอเนื่องจาก MCG (หัวขอที่ 7.1.1) กลาวคือ MCG ใชเฉพาะเลขสุมตัวลาสุดในการสราง
คาตอไป แต MRG ใช K คาลาสุด เพื่อใหไดคาบที่ยาวขึ้น

7.1.2 Multiple Recursive Generator (MRG)
วิธี MRG มีขั้นตอนดังนี้

zi “ pa1zi´1 ` a2zi´2 ` ¨ ¨ ¨ ` aKzi´Kq mod m (7.7)

ui “

$

&

%

zi

m`1 zi ą 0
m

m`1 สำหรับกรณีอื่น ๆ

คาบที่มากที่สุดที่เปนไปไดของ MRG ขางตนนี้คือ mK ´ 1 เพราะวาแตละ zi ในสมการที่ (7.7) มีคาที่เปนไป
ได m คา และไมใช p0, 0, . . . , 0q แตทั้งนี้คาบที่แทจริงก็ขึ้นอยูกับพารามิเตอร pa1, a2, . . . , aKq และตนกำเนิด
ที่ใช pz0, z1, . . . , zK´1q ซึ่งสังเกตวามี K ตัว

7.1.3 ตัวสรางคาตัวแปรสุมรวม
ตัวสรางคาตัวแปรสุมรวม (Combined Generator) ใช MRG หลาย ๆ ตัวพรอมกันซึ่งสามารถเพิ่มคาบไดอีก
สมมติวามี MRG J ตัวและตัวที่ j ใหเลขสุมลำดับที่ i ดวยสมการที่ (7.8) แลวนำมารวมกันดวยสมการที่ (7.9)

zi,j “ pa1,jzi´1,j ` a2,jzi´2,j ` ¨ ¨ ¨ ` aK,jzi´K,jq mod m, 1 ď j ď J (7.8)

zi “ pδ1zi,1 ` δ2zi,2 ` . . . ` δJzi,J q mod m1 (7.9)

ui “

$

&

%

zi

m1`1 zi ą 0
m1

m1`1 สำหรับกรณีอื่น ๆ

ถาตัวสรางคาตัวแปรสุมที่ j มีมอดูลัสเทากับ mj และมีคาบเปน Pj “ mK
j ´ 1 คาบสูงสุดที่เปนไปไดของตัว

สรางคาตัวแปรสุมรวม (สมการที่ 7.9) คือ P1P2 ¨ ¨ ¨ PK{2J´1 ซึ่งมากกวาของ MRG แตละตัวมาก ผูใชตอง
กำหนดคาตนกำเนิด (Seed) ใหกับทุก ๆ MRG ดวย จึงมีตนกำเนิดทั้งหมด J ˆ K คา ทั้ง MRG และตัวสราง
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คาตัวแปรสุมรวมมีหลายสายเลขสุมซึ่งสามารถทำงานเปนตัวสรางคาตัวแปรสุมเสมือนได ตัวอยางที่ 7.2 มี
MRG 2 ตัว (J “ 2) โดยที่แตละตัวใชเลขสุม 3 ตัวลาสุด (K “ 3) เพื่อสรางตัวตอไป ตัวอยางที่ 7.2 แสดงตัว
สรางคาตัวแปรสุม MRG32k3a ที่ใชในซอฟตแวรอารีนาตั้งแตเวอรชั่น 5 เปนตนไป

ตัวอยางที่ 7.2. (MRG32k3a จาก L’Ecuyer 1999 หรือ Nelson 2013) MRG32k3a มีขั้นตอนวิธีดังนี้

MRG ตัวที่ 1: zi,1 “ p1,403,580zi´2,1 ´ 810,728zi´3,1q mod p232 ´ 209q

MRG ตัวที่ 2: zi,2 “ p527,612zi´1,2 ´ 1,370,589zi´3,2q mod p232 ´ 22,853q

zi “ pzi,1 ´ zi,2q mod p232 ´ 209q

ตนกำเนิดของ MRG ตัวที่ 1 คือ pz0,1, z1,1, z2,1q แตละตัวตองเปนจำนวนเต็มในชวง r0, m1 ´ 1s และไม
เปน 0 พรอมกันทุกตัว เชนเดียวกันสำหรับ MRG ตัวที่ 2 คือ pz0,2, z1,2, z2,2q แตละตัวตองเปนจำนวนเต็มใน
ชวง r0, m2 ´ 1s และไมเปน 0 พรอมกันทุกตัว การทำงานของตัวสรางคาตัวแปรสุมนี้ไมขึ้นกับชุดตนกำเนิดที่
เลือกใช คาบของ MRG32k3a ประมาณ 2191 « 3 ˆ 1057 ซึ่งยาวมาก ๆ l

หัวขอตอไปอธิบายถึงการเลือกใชเลขสุมเทียมใหเหมาะสมในแบบจำลองสถานการณ

7.1.4 การใชเลขสุมเทียมที่เหมาะสม
หากตองการประมวลผลแบบจำลองที่สถานะเดียว ไมจำเปนตองกำหนดสายเลขสุม แตโดยมากแบบจำลอง
มักใชเพื่อการเปรียบเทียบทางเลือกตาง ๆ เชน ในการปรับปรุงประสิทธิภาพระบบ ทางเลือกใหมถูกพิจารณา
เทียบกับระบบปจจุบัน สายเลขสุมมีไวเพื่อใหการเปรียบเทียบทางเลือกดวยแบบจำลอง (Comparison via
simulation) ชัดเจนขึ้น คลายกับที่ใหนักวิ่งลงแขงพรอมกันเพื่อใหเผชิญสภาพสนาม เชน ลม และอุณหภูมิ
แบบเดียวกัน หากทุกทางเลือกพบกับแหลงความไมแนนอนเดียวกัน ความแตกตางในเอาทพุทนาจะเกิด
จากความแตกตางในโครงสรางของทางเลือกเปนหลัก ไมใชเพียงความแตกตางที่เปนคาสุม กรอบความคิดนี้
มีชื่อวา การใชเลขสุมรวมกัน (Common random number) ซึ่งกำหนดใหเลขสุมเทียมหนึ่ง ๆ ถูกใชเพื่อ
จุดประสงคเดียวกันในแบบจำลอง โดยกำหนดสายเลขสุมเฉพาะ (ผานทางตนกำเนิดสายเลขสุม) ใหแตละ
ขบวนการสุม เชน การมาถึงของลูกคามีตนกำเนิดเลขสุมเปน 10 การใหบริการลูกคามีตนกำเนิดเลขสุมเปน
11 ซอฟตแวรอารีนาใหผู ใชกำหนดตนกำเนิดเองได โดยเพิ่มเปนพารามิเตอรสุดทายของฟงกชันสรางการ
แจกแจง เชน NORM(µ, σ, stream number)

มีผูแยงวาตนกำเนิดตัวสรางคาตัวแปรสุมควรเปนคาไมแนนอน ไมใชคาคงที่ เพื่อใหเอาทพุทที่ไดเปนคา
สุมจริง ๆ ความคิดเชนนี้มองขามวัตถุประสงคของการจำลองสถานการณวากระทำเพื่อประมาณคุณสมบัติ
ของระบบซึ่งมีความไมแนนอนอยู จึงตองอาศัยการออกแบบการทดลองเพื่อใหดัชนีชี้วัดที่ประมาณไดแมนยำ
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เพียงพอสำหรับการตัดสินใจ การใชตัวสรางคาตัวแปรสุมที่ใหเลขสุมซ้ำเดิมไดชวยใหการเปรียบเทียบทาง
เลือกชัดเจนขึ้น จึงใหประโยชนมากกวาการสุมตนกำเนิดสายตัวแปรสุม

เลขสุมเทียมที่มีการแจกแจงแบบสม่ำเสมอมาตรฐาน (Uniform[0,1]) เปนตัวตั้งตนเพื่อสรางตัวแปรสุมที่
มีการแจกแจงอื่น ๆ ดังจะกลาวถึงในหัวขอถัดไป

7.2 การสรางคาตัวแปรสุม
จุดประสงคของหัวขอนี้เพื่อใหผูอานไดเขาใจพื้นฐานและเห็นภาพขั้นตอนวิธีการสรางคาตัวแปรสุม กำหนดให
เลขสุมที่มีการแจกแจงแบบสม่ำเสมอมาตรฐาน แทนดวยสัญลักษณ U หรือ U „ unifp0, 1q ซึ่งใชสรางตัวแปร
สุม X ที่มีการแจกแจงอื่น ๆ สมมติวาเปน FX แทนดวยสัญลักษณวา X „ FX

7.2.1 วิธีแปรรูปฟงกชันผกผัน

รูปที่ 7.2 แสดงกรอบความคิดของวิธีแปรรูปฟงกชันผกผัน (Inverse transform method) คือ แทนคา U „

unifp0, 1q เขาไปในฟงกชันผกผันของความนาจะเปนสะสม (Inverse CDF) หรือ F ´1
X แลวไดคาที่สังเกตได

(Realization) ของตัวแปรสุม X วิธีแปรรูปฟงกชั่นผกผันใชไดสำหรับตัวแปรสุมแบบตอเนื่องและไมตอเนื่อง
แตการพิสูจนที่จะแสดงตอไปนี้ใชไดสำหรับ X ที่เปนตัวแปรสุมแบบตอเนื่อง โดยเริ่มจากฟงกชันการกระจาย
ความนาจะเปนสะสมดังนี้

PrtX ď au “ PrtF ´1
X pUq ď au (7.10)

“ PrtU ď FXpaqu (7.11)
“ FXpaq (7.12)

สมการที่ (7.10) มาจากวิธีที่สราง X มาจาก U สมการที่ (7.11) ใชคุณสมบัติของฟงกชันผกผันและความไมลด
ลง (Non-decreasing) ของ CDF; สมการที่ (7.12) เปนจริงเพราะ U มีการแจกแจงแบบสม่ำเสมอมาตรฐาน
ตัวอยางที่ 7.3 แสดงการหาฟงกชันผกผันของ CDF และการใชวิธีแปรรูปฟงกชันผกผัน

ตัวอยางที่ 7.3. ตัวแปรสุมแบบเอ็กซโพเนนเชียล พิจารณา CDF ของการแจกแจงแบบเอ็กซโพเนนเชียลดวย
คาเฉลี่ย 1{λ ดังนี้

F pxq “ 1 ´ e´λx
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x

F
(x

)

X

U

รูปที่ 7.2: การสรางตัวแปรสุมดวยวิธีแปรรูปฟงกชันผกผัน

กอนใชวิธีแปรรูปฟงกชันผกผัน ตองคำนวณ F ´1puq ดวยการเขียนสมการที่ x ในรูปของ u:

u “ 1 ´ e´λx

e´λx “ 1 ´ u

lnpe´λxq “ lnp1 ´ uq

x “ ´
1
λ

lnp1 ´ uq (7.13)

ขั้นตอนในการสรางตัวแปรสุมที่มีการแจกแจงแบบเอ็กซโพเนนเชียลดวยคาเฉลี่ย 1{λ มีดังนี้
1. สรางตัวแปรสุม U ที่มีการแจกแจงแบบสม่ำเสมอมาตรฐาน: U „ unifp0, 1q อาจดวยขั้นตอนวิธีใน

หัวขอที่ 7.1.1-7.1.3 สมมติได u “ 0.1887

2. แทนคา U ในสมการที่ (7.13) เพื่อใหได X ใชตัวอยางตอเนื่องจากดานบนโดยสมมติวา λ “ 1 จะไดวา

x “ ´ lnp1 ´ 0.1887q “ 0.2091

3. ใหผล x คือ 0.2091

l

การแจกแจงอื่น ๆ ที่สามารถใชวิธีแปรรูปฟงกชันผกผันไดคือการแจกแจงที่มี CDF ผกผันในรูปแบบ
ปด (Closed form) เชน การแจกแจงแบบไวบูล (รายละเอียดของการแจกแจงในหัวขอที่ 4.2.11), การ
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แจกแจงแบบสม่ำเสมอ (หัวขอที่ 4.2.13), การแจกแจงแบบสามเหลี่ยม (หัวขอที่ 4.2.14), และการแจกแจง
ตามตัวอยางแบบตอเนื่องและไมตอเนื่อง (หัวขอที่ 4.2.16) ดังแสดงในตัวอยางที่ 7.4

ตัวอยางที่ 7.4. ตัวแปรสุมที่มีการแจกแจงตามตัวอยางแบบตอเนื่อง ฐานขอมูลซอมบำรุงของบริษัทเก็บ
คาระยะเวลาที่ใชในการซอมชิ้นสวนชนิดหนึ่ง 100 คา ดังแสดงในตาราง 7.1 เนื่องจากตัวแปรนี้เปนระยะเวลา
จึงควรจำลองดวยการแจกแจงแบบตอเนื่อง แตมีขอมูลเพียง 4 ชวงจึงไมสามารถจำลองดวยการแจกแจงแบบ
พาราเมตริกได จึงเลือกใชการแจกแจงตามตัวอยางแบบตอเนื่อง ที่ใชการประมาณคาในชวงเชิงเสน (Linear
Interpolation) เพื่อสุมคาระหวางขอบบนและขอบลาง เสนตรงของแตละชวงมีความชันดังแสดงในสมการที่
(7.14)

ai “
Upper boundi ´ Lower boundi

F pUpper boundiq ´ F pLower boundiq
(7.14)

เชน ในตารางที่ 7.1 ความชันของชวงที่ 2 คือ

a2 “
1 ´ 0.5

0.41 ´ 0.31
“

0.5
0.1

“ 5.0

เมื่อไดความชันแลว จึงสรางคาตัวแปรสุม ดังนี้
1. สรางตัวแปรสุม U ที่มีการแจกแจงแบบสม่ำเสมอมาตรฐาน: U „ unifp0, 1q สมมติได u “ 0.83

2. หาชวงของ CDF ที่ครอบคา u นี้ คือ i ที่ F pLower boundiq ď u ď F pUpper boundiq เชน u “ 0.83

อยูในชวงที่ 4 (ดูรูปที่ 7.3 ประกอบ)
3. แทนคา u ในสมการที่ Lower boundi ` aipu ´ FLower boundiqq คือ 1.5 ` 1.47 ˆ p0.83 ´ 0.66q “

1.75

4. ใหผล x คือ 1.75

ตารางที่ 7.1: ความถี่ของระยะเวลาซอมสำหรับตัวอยางที่ 7.4

ชวงที่ ชวงเวลา ความถี่ ความถี่ ความถี่ ความชัน ai

i (ชั่วโมง) สัมพัทธ สะสม จากสูตร (7.14)
1 0.25 ď x ď 0.5 31 31/100 0.31 0.81
2 0.5 ă x ď 1.0 10 10/100 0.41 5.0
3 1.0 ă x ď 1.5 25 25/100 0.66 2.0
4 1.5 ă x ď 2.0 34 34/100 1.00 1.47

l

จุดเดนของวิธีแปรรูปฟงกชันผกผันคือเปนวิธีที่ไมสิ้นเปลือง เพราะใชตัวแปรสุม U เพียงหนึ่งตัวสำหรับ
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รูปที่ 7.3: การสรางตัวแปรสุมแบบตอเนื่องดวยดวยวิธีแปรรูปฟงกชันผกผันในตัวอยางที่ 7.4

ตัวแปรสุมที่มีการแจกแจงที่ตองการหนึ่งตัว ขอดอยคืออาศัยฟงกชันผกผันของ CDF สำหรับตัวแปรสุมแบบ
ตอเนื่อง ซึ่งการแจกแจงความนาจะเปนบางอันไมมี เชน การแจกแจงแบบปกติหรือแกมมา ตัวอยางที่ 7.5
แสดงการใชวิธีแปรรูปฟงกชันผกผันสำหรับตัวแปรสุมแบบไมตอเนื่อง

ตัวอยางที่ 7.5. ตัวแปรสุมแบบพหุนามหรือแบบตามตัวอยางที่ไมตอเนื่อง สมมติวาตัวแปรสุม X มีคาที่
เปนไปได r คา คือ x1 ă x2 ă . . . ă xr ดวยความนาจะเปน

PrtX “ xiu “ pi, 1 ď i ď r

ซึ่งมี CDF ดังนี้
FXpxjq “

j
ÿ

i“1
pi

ดวยวิธีแปรรูปฟงกชันผกผัน เมื่อสรางคา U แลว จึงนำไปคนหาคา xi ซึ่งก็คือ mintxi : FXpxiq ě Uu

l

ตัวอยางที่ 7.6. ตอเนื่องจากตัวอยางที่ 7.5 แตใชตัวเลขแทนที่สัญลักษณ
รูปที่ 7.4 แสดงการสรางตัวแปรสุมจากฟงกชันผกผันของ CDF สมมติวา u “ 0.83 ตัวแปรสุม X ที่สราง

ไดคือ 2 กำหนดตำแหนงของคา u “ 0.83 บนแกนตั้งของกราฟในรูปที่ 7.4 แลวลากตามแนวนอนจนกวาจะ
ชนกราฟ CDF เมื่อชนแลว ใหลากลงมาตามแนวดิ่ง คือใหอานคา x นั้น ๆ จะได 2 l
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ตารางที่ 7.2: การแจกแจงตามตัวอยางสำหรับตัวอยางที่ 7.6

i xi pi FXpxiq

1 0.5 0.31 0.31
2 1.0 0.10 0.41
3 1.5 0.25 0.66
4 2.0 0.34 1.00

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

x

F
(x

)

u=0.83

x=2

รูปที่ 7.4: การสรางตัวแปรสุมแบบไมตอเนื่องดวยดวยวิธีแปรรูปฟงกชันผกผันในตัวอยางที่ 7.6
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หากไมสามารถใชวิธีแปรรูปฟงกชันผกผันสำหรับการแจกแจงที่สนใจ มีวิธีอื่น เชน วิธียอมรับ-ปฏิเสธใน
หัวขอตอไป

7.2.2 วิธียอมรับ-ปฏิเสธ
วิธีนี้เปนประโยชนโดยเฉพาะอยางยิ่งในกรณีที่ไมมี CDF ผกผันในรูปแบบสมการปด ตัวอยางของ CDF ผกผัน
ในรูปแบบปดคือสมการที่ (7.13) เรียกอีกอยางหนึ่งวาวิธีทำใหเหลือนอยลง (Thining) คือ สรางเลขสุมที่ยัง
ไมใชการแจกแจงที่ตองการ แลวใชเงื่อนไขบางอยางคัดใหเหลือเฉพาะคาตัวแปรสุมที่มีการแจกแจงที่ตองการ
ตัวอยางที่ 7.7 แสดงการประยุกตใชกรอบความคิดนี้

ตัวอยางที่ 7.7. วิธียอมรับ-ปฏิเสธ ตัวแปรสุมที่ตองการมีการแจกแจงแบบสม่ำเสมอตอเนื่องในชวง r0.25, 1s

หรือ X „ unifp0.25, 1q เลขสุมที่รูวิธีสรางคือ U „ unifp0, 1q รูปที่ 7.5 แสดงการไหลของขั้นตอนวิธี เมื่อ
สรางเลขสุม U แลวจึงตรวจสอบวามีคาอยางนอย 0.25 หรือไม ถาใชก็ยอมรับคานั้น ถาไมใชก็ปฏิเสธคาที่
สรางมาแลวกลับไปสรางคาใหม

รูปที่ 7.5: การสรางตัวแปรสุมแบบสม่ำเสมอตอเนื่องดวยดวยวิธียอมรับ-ปฏิเสธในตัวอยางที่ 7.7

l

ตัวอยางที่ 7.7 แสดงใหเห็นชัดวาประสิทธิภาพของวิธีนี้ขึ้นอยูกับวาปฏิเสธคาเลขสุมที่สรางถี่เพียงใด ถา
ปฏิเสธหลายครั้งจนกวาจะไดคาสุมที่ตองการคาหนึ่ง วิธียอมรับ-ปฏิเสธไมเหมาะสำหรับตัวแปรสุมนั้น การ
แจกแจงอื่น ๆ ที่ ใชวิธียอมรับ-ปฏิเสธไดคือตัวแปรสุมแบบปวซองที่อัตราคงที่และที่อัตราไมคงที่ (หัวขอที่
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4.2.4-4.2.5) และการแจกแจงเบตา (หัวขอที่ 4.2.4-4.2.5 อานรายละเอียดเพิ่มเติมใน Nelson 2013
วิธีสุดทายที่จะกลาวถึงใชคุณสมบัติเฉพาะของการแจกแจง

7.2.3 วิธีอาศัยคุณสมบัติเฉพาะ
วิธีนี้ใชคุณสมบัติของการแจกแจง อาจเปนในแงความสัมพันธระหวางการแจกแจงตาง ๆ เชน ตัวแปรสุมแบบ
ปกติที่มีคาเฉลี่ย µ และสวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน σ : X „ Npµ, σq สามารถแสดงในรูปตัวแปรสุมแบบมาตรฐาน
(Z „ Np0, 1q) ได ดังนี้

X “ µ ` σZ

ดังนั้นถารูวิธีสรางคาตัวแปรสุม Z ก็สามารถสรางคาตัวแปรสุม X สำหรับ µ และ σ ใด ๆ ได นอกจากนี้แลว
Y “ eX ก็ยังมีการแจกแจงแบบล็อกนอรมอล (หัวขอที่ 4.2.7)

Nelson (2013) แนะนำวาควรใชคุณสมบัติพิเศษสรางคาตัวแปรสุมก็ตอเมื่อเปนวิธีที่ตรง (Exact) กลาว
คือ ให CDF ที่ตองการในเชิงตัวเลขอยางแมนยำ

นอกจากวิธีสรางคาตัวแปรสุมที่ไดนำเสนอ 3 วิธีขางตน ยังมีวิธีอื่น ๆ อีก เชน Convolution และ Com-
position ผูอานสามารถศึกษาเพิ่มเติมใน Forbes et al. (2010) หรือ Law (2006) หากตองการขอมูลเพิ่ม
เติมหรือตองการทราบวิธีที่เหมาะสมสำหรับการแจกแจงพาราเมตริกที่สนใจ

7.3 บทสงทาย
ผูเขียนคาดวาผูอานตำราเลมนี้สวนใหญใชซอฟตแวรสำเร็จรูปเพื่อสรางแบบจำลอง และคงไมไดพัฒนาแบบ
จำลองจากภาษาพื้นฐาน เชน C++ หรือ Java จีงไมไดกลาวถึงรายละเอียดดานการพัฒนาคำสั่งสรางคาตัว
แปรสุมจากภาษาพื้นฐานมากนัก ทั้งนี้หากผูอานมีความสามารถในการพัฒนาแบบจำลองดวยภาษาพื้นฐาน
แหลงอางอิงที่แนะนำมีดังนี้

Barry Nelson พัฒนาชุดคำสั่งบนภาษา VBA และ MATLAB เพื่อประกอบหนังสือ Nelson (2013) http:

//users.iems.northwestern.edu/~nelsonb/IEMS435/index.html

Pierre L’Ecuyer พัฒนาชุดคำสั่ง SSJ สำหรับการพัฒนาแบบจำลอง (Simulation library) ดวยภาษา Java
http://www.iro.umontreal.ca/~simardr/ssj/indexe.html

Standard Template Library (STL) เปนชุดคำสั่งสำหรับภาษา C++ สำหรับการคำนวณทางคณิตศาสตร
สถิติและความนาจะเปน http://www.sgi.com/tech/stl/

http://users.iems.northwestern.edu/~nelsonb/IEMS435/index.html
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http://www.iro.umontreal.ca/~simardr/ssj/indexe.html
http://www.sgi.com/tech/stl/
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แบบฝกหัด
7.1. พิจารณาตัวสรางคาตัวแปรสุมดังตอไปนี้

Xi`1 “ p16807Xiq mod p231 ´ 1q

ถา X0 “ 543210 ใหคำนวณคา X2

7.2. ในฤดูการแขงขันหนึ่ง ทีมฟุตบอล มก.ยูไนเต็ดชนะดวยความนาจะเปน 0.75 สมมติวาหากทีมนี้ชนะใน
เกมที่ i ลูกทีมจะมั่นใจ ซึ่งทำใหชนะในเกมถัดไป i ` 1 ดวยความนาจะเปน 0.85 แตถาแพในเกมที่ i
ลูกทีมจะเสียกำลังใจ ซึ่งทำใหแพในเกมถัดไป i ` 1 ดวยความนาจะเปน 0.5

(i) ผลแพชนะของแตละการแขงขันเปนอิสระตอกันหรือไม ใหอธิบาย
(ii) ผูอานสามารถจำลองผลแพชนะของการแขงขันไดดังนี้ สมมติวา pi เปนความนาจะเปนที่ทีมจะ

ชนะในเกมที่ i และ U1, U2, . . . เปนตัวแปรสุมที่เปนอิสระตอกันที่มีการแจกแจงแบบสม่ำเสมอใน
ชวง [0, 1] ที่สามารถใชวิธีในหัวขอที่ 7.1.1-7.1.3 สรางได แบบจำลองสถานการณของเราจะใหผล
เปนชนะถา Ui ă pi ใหใชเลขสุมแบบสม่ำเสมอมาตรฐานตอไปนี้สำหรับจำลองผลการแขงขัน 10
เกมแรก

0.874 0.168 0.958 0.674 0.374 0.656 0.773 0.203 0.142 0.139
(iii) ตัวแบบนี้สมเหตุสมผลหรือไม ใหอธิบาย

7.3. ใหใชเอกซเซลหรือโปรแกรมคณิตศาสตรอื่นเพื่อสราง U „ unifp0, 1q จากตัวสรางตัวแปรสุม MCG ตอ
ไปนี้

zi “ p11zi´1q mod 16, z0 “ 2,

ui “
zi

16

จำนวน 1000 คา แลวสรางฮีสโตแกรม

7.4. กำหนดให PDF ของตัวแปรสุม X เปนดังนี้

fXpxq “ 2x, 0 ď x ď 1

(i) ระบุ CDF (FXpxq)
(ii) ระบุฟงกชันผกผันของ CDF (F ´1

X puq)
(iii) ใชวิธีแปรรูปฟงกชันผกผันสราง X จากตัวแปรสุม 0.2031, 0.8819, 0.5506
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7.5. จำนวนเที่ยวขนสงที่ทาบรรทุกของเปนคา 0, 1 หรือ 2 เที่ยว

x ppxq

0 0.5
1 0.3
2 0.2

(i) ใหสรางกราฟ CDF (ดังเชนในรูปที่ 7.4)
(ii) สราง X จากตัวแปรสุม 0.2031, 0.8819, 0.5506

7.6. กำหนดใหมีตัวสรางเลขสุมแบบสม่ำเสมอมาตรฐาน U „ unifp0, 1q ใหแสดงวิธีสรางคาเลขสุมที่มีการ
แจกแจงแบบสม่ำเสมอในชวง ra, bs จาก U นี้ สำหรับ a ă b และ a และ b ใด ๆ
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การวิเคราะหดวยการจำลองสถานการณมักทำเพื่อเปรียบเทียบตัวเลือกหรือสถานะของระบบ 2 ทางหรือ
มากกวา เชน ในโครงการปรับปรุงประสิทธิภาพการใหบริการ ระบบใหมที่ปรับปรุงแลวหลาย ๆ ตัวเลือก
ถูกเปรียบเทียบกับระบบปจจุบันที่เปนอยู อาจเปนในแงระดับการใหบริการซึ่งนิยามในมิติของเวลารอเฉลี่ย
จนกวาจะไดรับการบริการ หรือความนาจะเปนที่ลูกคาจะไดรับบริการภายในระยะเวลาเปาหมาย เนื่องจาก
แบบจำลองมีความไมแนนอน คาเอาทพุทของดัชนีชี้วัดจึงเปนคาสุม และตองอาศัยการวิเคราะหทางสถิติเพื่อ
สรุปวาความแตกตางของเอาทพุทนี้มีนัยสำคัญทางสถิติ (Statistical significance) หรือไม หรือเปนเพียงเสียง
รบกวนที่เกิดจากความไมแนนอน โดยทั่วไปแบบจำลองประมาณความแตกตางในดัชนีชี้วัดไดดีกวาประมาณ
คาดัชนีชี้วัดของระบบเดียวโดด ๆ (Absolute performance) เพราะแบบจำลองของทุกตัวเลือกอยูภายใตขอ
สมมติชุดเดียวกัน แบบจำลองสถานการณก็เปนเชนนั้น

ในเชิงปฏิบัติ ยอมมีดัชนีชี้วัดที่สนใจหลายตัว บทนี้พิจารณาเฉพาะการเปรียบเทียบทางเลือกดวยเกณฑ
ดัชนีชี้วัดเพียงตัวเดียว เชน เวลาครบรอบ (Cycle time) หรือคาใชจายรวม บทนี้แบงออกเปน 2 สวนหลัก
หัวขอที่ 8.1 กลาวถึงการเปรียบเทียบ 2 ทางเลือกซึ่งซับซอนนอยที่สุด และหัวขอที่ 8.2 ครอบคลุมกรณีที่มี
มากกวา 2 ทางเลือก

8.1 การเปรียบเทียบ 2 ทางเลือก
เพื่อใหชัดเจนขึ้น สมมติวาการวิเคราะหดวยแบบจำลองเปรียบเทียบ 2 ทางเลือก คือ ดีไซนที่ 1 และดีไซนที่
2 ในแงเวลานำในการสงมอบของดีไซนที่ 1 (θ1) เมื่อเทียบกับของดีไซนที่ 2 (θ2) การทดลองดวยการจำลอง
สถานการณ (Simulation experiment) สามารถทำได 2 ลักษณะ ดังนี้

1. สุมอยางเปนอิสระตอกัน (Independent sampling) เลขสุมที่ใชในแบบจำลองของดีไซนที่ 1 และ
ดีไซนที่ 2 เปนอิสระตอกัน

2. ใชเลขสุมรวมกัน (Common random number, CRN) คือ เลขสุมเดียวกันถูกนำไปใชจำลองสถานการณ
ของดีไซนทั้งสองแบบ หากทำอยางถูกตอง วิธีนี้สามารถทำใหการเปรียบเทียบทางเลือกคมชัดกวาการ
สุมอยางเปนอิสระตอกัน

หัวขอที่ 8.1.1 กลาวถึงการเปรียบเทียบโดยใหแตละทางเลือกประสบกับสถานการณใกลเคียงกันเทาที่จะ
ทำได

8.1.1 การใชเลขสุมรวมกัน
ภาพรวมของวิธีนี้คือใหแตละทางเลือกเผชิญกับแหลงความไมแนนอนเดียวกัน (เชน อุปสงคของสินคา เวลา
ในการใหบริการ เวลาจัดสง จำนวนเครื่องจักรที่เสีย) การใชเลขสุมรวมกันมีนัยวาความแตกตางในการดำเนิน
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งานของระบบที่มีเกณฑเปนดัชนีชี้วัด เชน ระดับการใหบริการ (Service level) หรือปริมาณผลผลิตตอวัน
(Throughput) มาจากความแตกตางในองคประกอบของทางเลือกเปนหลัก ไมใชแตกตางเพราะตัวแปรนำ
เขาที่ไมแนนอน

หากพิจารณาวิธีการใชเลขสุมรวมกันในแงคณิตศาสตร ความแตกตางของดัชนีชี้วัดที่ตองการคือ θ1 ´ θ2

ซึ่งใชแบบจำลองประมาณดวยสวนตางของคาเฉลี่ยจากตัวอยางคือ sY1 ´ sY2 และระบุคาความผิดพลาดในการ
ประมาณดวยชวงความเชื่อมั่นซึ่งอาศัย VarpsY1 ´ sY2q ที่แยกพจนไดดังนี้

VarpsY1 ´ sY2q “ VarpsY1q ` VarpsY2q ´ 2CovpsY1, sY2q (8.1)

หากประมวลผลดีไซน 1 และ 2 อยางเปนอิสระตอกัน จะได CovpsY1, sY2q “ 0 นั่นคือ

VarpsY1 ´ sY2qind “ VarpsY1q ` VarpsY2q (8.2)

แตหากทำเทคนิคใชเลขสุมรวมกันแลวไดผล คาความแปรปรวนรวมจะเปนบวก ซึ่งจากสมการที่ (8.1) จะ
ทำให

VarpsY1 ´ sY2qcrn ă VarpsY1q ` VarpsY2q (8.3)

จากสมการที่ (8.2) และ (8.3) จะไดวา

VarpsY1 ´ sY2qcrn ă VarpsY1 ´ sY2qind

หมายความวาเมื่อใชตัวแปรสุมรวมกัน ชวงความเชื่อมั่นของ pθ1 ´ θ2q จะแคบกวาเมื่อสุมอยางเปนอิสระตอ
กัน ทำใหสามารถสรุปไดงายขึ้นวา pθ1 ´ θ2q แตกตางจากศูนยอยางมีนัยสำคัญหรือไม เชน สมมติวาเมื่อใช
เลขสุมรวมกัน ชวงความเชื่อมั่นที่ไดคือ 4 ˘ 1 “ r3, 5s นาที ซึ่งแสดงวาดีไซน 1 ตางจากดีไซน 2 อยางมีนัย
สำคัญ แตเมื่อสุมอยางเปนอิสระตอกันไดชวงความเชื่อมั่น 4 ˘ 5 “ r´1, 9s นาที ซึ่งครอมศูนย หมายความวา
pθ1 ´ θ2q เปนไปไดทั้งบวกและลบ จึงสรุปไดเพียงวาดีไซน 1 และ 2 ไมตางกันอยางมีนัยสำคัญ ตัวอยางที่ 8.1
แสดงการประยุกตใชวิธีการใชเลขสุมรวมกัน

ตัวอยางที่ 8.1. (ดัดแปลงจากตัวอยางที่ 12.1 ใน Banks et al. 2005) ผูบริหารศูนยใหบริการลูกคาทาง
โทรศัพทพิจารณาการออกแบบระบบ 2 แบบ ดังนี้

ตัวเลือกที่ 1 ระบบปจจุบันที่มีพนักงานรับโทรศัพท 4 คนสำหรับแผนกลูกคาในกรุงเทพและอีก 3 คนสำหรับ
แผนกลูกคาตางจังหวัด

ตัวเลือกที่ 2 ควบรวม 2 แผนก โดยมีพนักงาน 7 คนสามารถรับสายของลูกคาไดทั้งสองแบบ

ดัชนีชี้วัดที่สนใจคือเวลาที่ลูกคาอยูในระบบ กลาวคือ
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‚ θ1 คือ คาคาดหมายของเวลารอเฉลี่ยในสายของลูกคาทั้งสองชนิดในระบบปจจุบัน
‚ θ2 คือ คาคาดหมายของเวลารอเฉลี่ยในสายของลูกคาทั้งสองชนิดในระบบที่นำเสนอ
ขบวนการสุมที่เปนคานำเขามี 4 อัน ไดแก เวลาระหวางที่ลูกคาโทรเขา, ชนิดของลูกคา (กรุงเทพหรือตาง

จังหวัด), เวลาสนทนาของลูกคากรุงเทพ, และเวลาสนทนาของลูกคาตางจังหวัด การใชเลขสุมรวมกันทำได
โดยกำหนดสายเลขสุมเฉพาะดวยการระบุจุดกำเนิด (Seed) ของสายเลขสุมสำหรับแตละขบวนการนำเขา ผู
อานอาจศึกษาวิธีการกำหนดจุดกำเนิดจากคูมือการใชซอฟตแวรที่ใชอยู

l

การเปรียบเทียบทำเพื่อใหเห็นความแตกตาง ซึ่งตองการคำอธิบายเพิ่มเติม

8.1.2 ความแตกตางระหวางตัวเลือก
ความแตกตางระหวางตัวเลือกมี 2 ชนิด คือ
ความแตกตางในเชิงปฏิบัติ (Practical difference) ความแตกตางที่มีความหมายในเชิงปฏิบัติขึ้นอยู กับ

ปจเจกบุคคล ที่เปนผูตัดสินใจวาความแตกตางเพียงใดมีขนาดใหญพอที่คุมคาความเปลี่ยนแปลง เชน
ลดรอบเวลาการทำงาน (Cycle time) ได 10 นาที, เพิ่มผลตอบแทนพอรตการลงทุน 20,000 บาท,
หรือลดจำนวนลูกคาที่ไมสามารถล็อกอินเขาระบบออนไลนได 100 คน

ความแตกตางทางสถิติ (Statistical difference) ขึ้นอยู กับความแปรปรวนของเอาทพุทที่ เปนดัชนีชี้ วัด
สมมติวาพิจารณาชวงความเชื่อมั่นของ θ1 ´ θ2 ผลที่เปนไปไดมี 3 กรณี ดังแสดงในรูปที่ 8.1: กรณี
ที่ 8.1ก มีความเปนไปไดสูงที่ θ1 ă θ2, กรณีที่ 8.1ข มีความเปนไปไดสูงที่ θ1 ą θ2, หรือกรณีที่ 8.1ค
เอาทพุทที่มียังไมเพียงพอที่จะสรุปได จึงตองประมวลผลแบบจำลองเพิ่ม

หัวขอตอไปกลาวถึงชวงความเชื่อมั่น 2 แบบ ขึ้นอยูกับวาเอาทพุทจากแบบจำลองของตัวเลือกที่ 1 และ 2
เปนอิสระตอกันหรือใชเลขสุมรวมกัน

8.1.3 ชวงความเชื่อมั่นของสวนตางของคาเฉลี่ย
กรณีที่เปนอิสระตอกัน ใชชวงความเชื่อมั่นแบบ t สำหรับตัวอยางสองชุด แตถาใชเลขสุมรวมกัน จะใชชวง
ความเชื่อมั่นแบบ t สำหรับคูตัวอยาง

ชวงความเชื่อมั่นแบบ t สำหรับตัวอยางสองชุด (Two-sample t confidence interval)

เมื่อประมวลผลแบบจำลองของตัวเลือกที่ 1 และตัวเลือกที่ 2 อยางเปนอิสระตอกัน เอาทพุทที่เปนดัชนีชี้วัด
จึงเปนอิสระตอกัน สมมติใหเอาทพุทจากแบบจำลองของตัวเลือกที่ 1 คือ Yj1 มีเอาทพุท R1 คา และของตัว
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(ก) ชวงความเชื่อมั่นนอยกวาศูนย

(ข) ชวงความเชื่อมั่นมากกวาศูนย

(ค) ชวงความเชื่อมั่นครอมศูนย

รูปที่ 8.1: กรณีที่เปนไปไดสำหรับชวงความเชื่อมั่นของ θ1 ´ θ2

เลือกที่ 2 คือ Yj2 จำนวน R2 คา สามารถสรางชวงความเชื่อมั่นสำหรับ θ1 ´ θ2 โดยมีลำดับการคำนวณดังนี้

1. คาเฉลี่ยและความแปรปรวนของแตละชุดตัวอยาง สำหรับเอาทพุทของตัวเลือกที่ 1

sY¨1 “
1

R1

R1
ÿ

j“1
Yj1 (8.4)

S2
1 “

1
R1 ´ 1

R1
ÿ

j“1
pYj1 ´ sY¨1q2

ทำซ้ำสำหรับเอาทพุทของตัวเลือกที่ 2 ไดคา sY¨2 และ S2
2 ซอฟตแวรอารีนาไมรายงาน S2 แตใหครึ่งชวง

ความเชื่อมั่นที่นัยสำคัญ 95% ผูวิเคราะหสามารถคำนวณ S2 เองโดยใชสมการที่ (5.13)

2. คาความคลาดเคลื่อนมาตรฐาน (Standard error)

s.e.psY¨1 ´ sY¨2q “

d

S2
1

R1
`

S2
2

R2
(8.5)

3. องศาอิสระ (Degree of freedom), ν, ดังนี้

ν «
pS2

1{R1 ` S2
2{R2q2

pS2
1 {R1q2

R1´1 `
pS2

2 {R2q2

R2´1

(8.6)

ใชสัญลักษณ « เพราะสมการที่ (8.6) เปนคาประมาณที่มักเรียกวาการประมาณของเวลช (Welch’s
approximation, Welch 1947) ถาคาที่คำนวณไดไมเปนจำนวนเต็มใหปดลง

4. คาสถิติ t สำหรับนัยสำคัญ 1 ´ α และที่องศาอิสระ ν ใชตารางคาสถิติ t เพื่อสืบคน t1´α{2,ν หรือใช
สูตรเอกซเซล =tinv(α, ν)
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5. ชวงความเชื่อมั่น แทนคาสมการลงในสูตรนี้

sY¨1 ´ sY¨2 ˘ t1´α{2,νs.e.psY¨1 ´ sY¨2q (8.7)

ชวงความเชื่อมั่นที่คำนวณดวยสมการที่ (8.4)-(8.7) ตั้งอยูบนขอสมมติที่วาเอาทพุทมีการแจกแจงแบบ
ปกติที่มีความแปรปรวนไมเทากันและไมทราบคา (Unknown and unequal variances) ตำราเลมนี้
พิจารณาแคกรณีนี้ เพราะไมมีเหตุผลใดชวนใหเชื่อวาเอาทพุทจาก 2 ตัวเลือกมีความแปรปรวนเทากัน
หรือทราบคาความแปรปรวน หนังสือสถิติพื้นฐานทั่วไป เชน Montgomery and Runger (2002) กลาว
ถึงกรณีอื่น ๆ ดวย เชน ความแปรปรวนเทากันแตไมทราบคา (Unknown and equal variances) ซึ่ง
สามารถใชคาความแปรปรวนรวม (Pooled variance) แทนสมการที่ (8.5) และสูตรอื่นสำหรับองศา
อิสระ

ตัวอยางที่ 8.2 แสดงการใชสมการที่ (8.4)-(8.7)

ตัวอยางที่ 8.2. (ดัดแปลงจากตัวอยางที่ 9.7 ใน Devore 2011) แบบจำลองของสายการบรรจุขนมลงกลอง
ถูกพัฒนาขึ้นเพื่อประมาณคาเฉลี่ยของจำนวนกลองที่บรรจุไดตอวัน เปรียบเทียบระบบปจจุบัน (ดีไซน 1) และ
ระบบที่ปรับปรุงแลว (ดีไซน 2) วัตถุประสงคของการวิเคราะหก็เพื่อประเมินวาระบบที่ปรับปรุงแลวใหปริมาณ
งาน (Throughput) ที่สูงกวาระบบปจจุบันหรือไม ตารางที่ 8.1 แสดงคาสรุปทางสถิติที่ไดจากแบบจำลอง

ตารางที่ 8.1: คาสรุปทางสถิติสำหรับตัวอยางที่ 8.2

ชนิด (i) จำนวนเอาทพุท (Ri) คาเฉลี่ย (sY¨i) สวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน (Si)
ระบบปจจุบัน (1) 10 2902.8 277.3

ระบบที่ปรับปรุงแลว (2) 8 3108.1 205.9

คำนวณคาความคลาดเคลื่อนมาตรฐานดวยสมการที่ (8.5) ไดดังนี้

s.e.psY¨1 ´ sY¨2q “

c

277.32

10
`

205.92

8
“ 113.96

ใชสมการที่ (8.6) เพื่อคำนวณองศาอิสระ ไดดังนี้

ν «
p277.32{10 ` 205.92{8q2

p277.32{10q2

10´1 `
p205.92{8q2

8´1

“ 15.94

ปดลงก็จะได ν “ 15 เลือกนัยสำคัญ 95% หรือ α “ 0.05 แลวกำหนดคาสถิติ t ดวยฟงกชันเอกซเซล
tinv(0.05, 15) = 2.131 แทนคาความคลาดเคลื่อนมาตรฐานและ t ในสมการที่ (8.7) ไดดังนี้

p2902.8 ´ 3108.1q ˘ p2.131 ˆ 113.96q “ ´205.3 ˘ 242.92 “ r´448.22, 37.62s
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สังเกตวาครึ่งชวงความเชื่อมั่น (Half width) มีขนาดมากกวาสวนตางของคาเฉลี่ย ทำใหชวงความเชื่อมั่นครอบ
ศูนย (กรณีในรูปที่ 8.1ค) จึงไมสามารถสรุปไดวาระบบที่ปรับปรุงแลวดีกวาระบบปจจุบันอยางมีนัยสำคัญ ถึง
แมวาคาเฉลี่ยของปริมาณงานของระบบปรับปรุงมากกวาระบบปจจุบันก็ตาม ตัวอยางนี้แสดงใหเห็นวาการ
พิจารณาเพียงคาเฉลี่ยไมเพียงพอ ตองพิจารณาคาคลาดเคลื่อนมาตรฐานประกอบดวย

l

เมื่อใชตัวแปรสุมรวมกัน (CRN ในหัวขอที่ 8.1.1) เอาทพุทที่ประมวลผลได (Yj1 และ Yj2) นาจะมีความ
สัมพันธกันในเชิงบวก (Positive correlation) จึงจะใชชวงความเชื่อมั่นแบบ t สำหรับคูตัวอยาง

ชวงความเชื่อมั่นแบบ t สำหรับคูตัวอยาง (Paired t confidence interval)

หากมีเอาทพุทของแตละทางเลือก Yji, 1 ď i ď 2, สามารถนำมาคำนวณสวนตาง Dj “ Yj1 ´ Yj2 แลว
พิจารณา Dj นี้แทนเอาทพุทของแตละทางเลือก โดยมีขั้นตอนดังนี้

1. คำนวณสวนตาง Dj “ Yj1 ´ Yj2, 1 ď j ď R, โดยที่ R เปนขนาดตัวอยางของตัวเลือกที่ 1 และตัวเลือก
ที่ 2

2. คำนวณคาเฉลี่ยและสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของ D ได sD และ S2
D

3. ชวงความเชื่อมั่นของ D ที่นัยสำคัญ p1 ´ αq คือ

sD ˘ t1´α{2,R´1
SD
?

R
(8.8)

โดยปริยาย ซอฟตแวรสำเร็จรูปอาจไมรายงานคาเอาทพุททีละคา แตใหเปนคาสรุปทางสถิติ เชน คาเฉลี่ย
และครึ่งชวงความเชื่อมั่น หากตองการคาเอาทพุท Yji เปนคาแตละคา อาจตองใชคำสั่งหรือเพิ่มโมดูล เชน
ReadWrite ในอารีนาซึ่งเขียนคาตัวแปรลงในไฟลแบบ text

ตัวอยางที่ 8.3 แสดงการคำนวณชวงความเชื่อมั่นแบบ t สำหรับคูตัวอยาง

ตัวอยางที่ 8.3. (ดัดแปลงจากตัวอยางที่ 9.9 ใน Devore 2011) แผนกตัดเย็บที่โรงงานแหงหนึ่งมีจำนวน
งานไมผานการตรวจสอบคุณภาพสูงกวาเปาหมายของบริษัท วิศวกรอุตสาหการประจำโรงงานเสนอแนวทาง
ปรับปรุง ซึ่งตองใชเงินลงทุนมากกวาที่ผูบริหารตั้งงบประมาณไว การขออนุมัติเปนกรณีพิเศษอาศัยผลการ
วิเคราะหเชิงตัวเลข วิศวกรอุตสาหการจึงพัฒนาแบบจำลองของแผนกนี้ ที่เปนอยูในปจจุบันและที่นำเสนอ
ดัชนีชี้วัดที่เปนเอาทพุทคือจำนวนงานเสียตอกะ ดังแสดงในตารางที่ 8.2

สามารถคำนวณคาเฉลี่ยและสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของสวนตางไดดังนี้ sD “ 6.75 และ SD “ 8.234 คา
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ตารางที่ 8.2: คาสรุปทางสถิติสำหรับตัวอยางที่ 8.3

ลำดับที่ (j) 1 2 3 4 5 6 7 8
ระบบปจจุบัน (Yj1) 81 87 86 82 90 86 96 73
ระบบที่นำเสนอ (Yj2) 78 91 78 78 84 67 92 70

สวนตาง (Dj ) 3 -4 8 4 6 19 4 3

ลำดับที่ (j) 9 10 11 12 13 14 15 16
ระบบปจจุบัน (Yj1) 74 75 72 80 66 72 56 82
ระบบที่นำเสนอ (Yj2) 58 62 70 58 66 60 65 73

สวนตาง (Dj ) 16 13 2 22 0 12 -9 9

ทางสถิติ t0.975,15 “ 2.131 แทนคาในสูตร (8.8) ไดดังนี้

6.75 ˘ 2.131
ˆ

8.234
?

16

˙

“ 6.75 ˘ 4.387 “ r2.36, 11.14s ชิ้นตอวัน

หลังปรับปรุงคุณภาพ จำนวนชิ้นงานที่ เสียลดลงอยางมีนัยสำคัญ คือ ลดลงมากกวา 2.36 ชิ้นและไมเกิน
11.14 ชิ้นตอวันดวยความนาจะเปน 95% ขั้นตอไปของการวิเคราะหคือการคำนวณจุดคุมทุนวาจำนวนชิ้น
งานเสียที่ลดลงนี้จะคุมคาการลงทุนภายในระยะเวลาที่ยอมรับไดหรือไม

l

ในหัวขอที่ 5.3.5 เมื่อพิจารณา 1 ระบบผูวิเคราะหกำหนดจำนวนรอบทำซ้ำที่ขึ้นอยูกับความแมนยำที่
ตองการ เชนเดียวกันเมื่อสรางความเชื่อมั่นสำหรับสวนตาง θ1 ´ θ2 จำนวนรอบทำซ้ำที่ควรใชก็ขึ้นอยูกับระดับ
ของสวนตางที่ตองการแยกแยะ

การกำหนดจำนวนรอบทำซ้ำ

สมมติวาผูวิเคราะหตองการแยกแยะสวนตางมากกวา ˘ε หลังจากทดลองครั้งแรกดวย R0 รอบทำซ้ำ แลว
ไดคาสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของสวนตาง SD จำนวนรอบทำซ้ำที่ตองทำทั้งหมดคือคา R ที่ทำใหอสมการที่
(8.9) ขางลางนี้เปนจริง (สังเกตวามี R อยูทั้งสองขางของสมการ ดานขวามืออยูที่พจน t) คนหาคา R ไดงาย
ๆ โดยการลองผิดลองถูก (Trial and error) บนเอกซเซล

R ě

ˆ

t1´α{2,R´1SD

ε

˙2

(8.9)
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หรืออาจจะใชสูตรประมาณ (8.10) เปนคาตั้งตนสำหรับการลองผิดลองถูก ดังนี้

R ě

ˆ

z1´α{2SD

ε

˙2

(8.10)

เมื่อ z1´α{2 คือควอนไทลของการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน Z „ Np0, 1q ที่ทำใหสมการตอไปนี้เปนจริง

Prt´z1´α{2 ď Z ď z1´α{2u “ 1 ´ α

หากใชซอฟตแวรสำเร็จรูปและไมมีคา SD แตมีสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของคาประมาณดัชนีชี้วัดของแตละ
ระบบ (S1 และ S2) สามารถประมาณจำนวนรอบทำซ้ำที่ควรใชจากสูตรตอไปนี้ ซึ่งอาศัยการประมาณ
S2

D „ S2
1 ` S2

2

R ě
t2
1´α{2,2pR0´1q

pS2
1 ` S2

2q

ε2 (8.11)

สังเกตวาสูตรนี้อยูบนขอสมมติวาทั้งสองทางเลือกมีขนาดตัวอยางเทากันคือ R0

ตัวอยางที่ 8.4 แสดงการคำนวณจำนวนรอบทำซ้ำที่ควรใชเพื่อใหสามารถแยกแยะทางเลือกไดตามความ
แมนยำที่ตองการ

ตัวอยางที่ 8.4. ตอเนื่องจากตัวอยางที่ 8.3 ถึงแมสรุปไดวาทางเลือกทั้งสองแตกตางกันอยางมีนัยสำคัญ แต
ครึ่งชวงความเชื่อมั่นมีคา 4.387 ชิ้นตอวันเมื่อใช R0 “ 16 หากตองการแยกแยะวาทางเลือกทั้งสองแตกตาง
กันอยางนอย 2 ชิ้นตอวันหรือไม (ε “ 2) จะตองประมวลผลเพิ่ม โดยใชสมการที่ (8.10) เพื่อคำนวณจำนวน
รอบทำซ้ำเริ่มตนที่จะทดลอง กำหนดให 1 ´ α “ 95%

R ě

ˆ

1.96 ˆ 8.234
2

˙2

“ 65.11 ปดขึ้นได 66

เริ่มที่ R “ 66 แทนคาในสมการที่ (8.9) ไดดังนี้
R pt1´α{2,R´1SD{εq2

66 67.56
67 67.53
68 67.49

ดังนั้นจำนวนรอบทำซ้ำที่ควรใชคือ 68 รอบเพราะเปนคา R ที่นอยที่สุดที่ทำใหสมการที่ (8.9) เปนจริง หาก
ใชเวลาประมวลผลนาน ก็อาจจะใชเอาทพุท 16 รอบที่มีอยูแลวและทำเพิ่มอีก 68 ´ 16 “ 52 รอบ แตหากใช
เวลาประมวลผลไมนาน ก็ทำใหมทั้ง 68 รอบก็ได เมื่อประมวลผลแลวควรตรวจสอบอีกครั้งวาครึ่งชวงความ
เชื่อมั่นนอยกวา ε หรือไม ถายังเกินอยูก็ใหเพิ่มจำนวนรอบทำซ้ำ

l
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ตัวอยางที่ 8.5. ตอเนื่องจากตัวอยางที่ 8.2 หากกำหนด ε เปน 300 กลองตอวัน ก็ไมจำเปนตองประมวลผล
เพิ่ม เพราะ ε มากกวาครึ่งชวงความเชื่อมั่น แตถา ε “ 100 ตองประมวลผลเพิ่ม โดยคำนวณจำนวนรอบทำ
ซ้ำจากคาประมาณของสูตร (8.11) เพราะวาในตัวอยางที่ 8.2 จำนวนรอบทำซ้ำของแตละทางเลือกไมเทากัน
แตสูตร (8.11) ใชสำหรับจำนวนรอบทำซ้ำเทากัน

R ě
t2
0.975,10`8´2p277.32 ` 205.92q

1002 “ 53.61

หรือ 54 รอบทำซ้ำสำหรับแตละทางเลือก เมื่อประมวลผลแลว ควรตรวจสอบอีกครั้งวาครึ่งชวงความเชื่อมั่น
ไมเกิน 100 หรือไม ถายังเกินอยู ก็ตองเพิ่มจำนวนรอบทำซ้ำอีก

l

สูตรในสมการที่ (8.9)-(8.11) มีเพื่อชวยกำหนดจำนวนรอบทำซ้ำ ผูวิเคราะหจึงไมตองลองผิดลองถูกเพื่อ
หาคา R ที่ใหความแมนยำที่ตองการ แตหากจำสูตรไมไดหรือไมมีคาสถิติ t หรือ z อาจใชวิธีทื่อ ๆ ดวยการ
เพิ่มจำนวนรอบทำซ้ำทีละ 10 จนกวาจะไดครึ่งชวงความเชื่อมั่นที่แคบกวา ε ที่ตองการ หากมีขอจำกัดดาน
เวลาในการประมวลผลที่ไมสามารถประมวลผลตามจำนวนรอบที่ควรทำได ใหรันมากรอบที่สุดเทาที่เวลามี

สวนที่เหลือของบทนี้กลาวถึงการเปรียบเทียบมากกวา 2 ทางเลือก

8.2 การเปรียบเทียบมากกวา 2 ทางเลือก
สมมติวามี K ทางเลือกหรือดีไซน K แบบที่กำลังพิจารณา วิธีเลือกทางเลือกที่ดีที่สุดขึ้นอยูกับวัตถุประสงค
ของการศึกษา เชน

การเปรียบเทียบกับเกณฑมาตรฐาน (Benchmark) โดยพิจารณาดัชนีชี้วัดของทางเลือกอื่น ๆ θi, i “ 2, 3, . . . , K

เมื่อเทียบกับคาที่เปนเกณฑมาตรฐาน สมมติเปน θ1 เชน คาดัชนีชี้วัดของระบบที่มีอยู: ใชวิธีสรางชวง
ความเชื่อมั่นของสวนตาง θi ´ θ1 สำหรับ i “ 2, 3, . . . , K จึงมี K ´ 1 อัน ดวยวิธีที่ไดอธิบายไป
แลวในหัวขอที่ 8.1.3 คือแบบ t สำหรับตัวอยาง 2 ชุด (หากประมวลผลทุกทางเลือกอยางเปนอิสระตอ
กัน) หรือแบบคูตัวอยาง (หากใชเลขสุมรวมกัน) นอกจากนี้แลวยังมีวิธีของดันเน็ต (Dunnett method,
Tamhane and Dunlop 1999) ซึ่งใชซอฟตแวรสถิติเชนมินิแทบ (Minitab) หรือ R สรางได

การเปรียบเทียบทุกคู (All pairwise comparison) θi ´ θj สำหรับทุก ๆ i ‰ j: ใชวิธีสรางชวงความเชื่อมั่น
ของสวนตาง หากมี K ทางเลือก จำนวนคูเปรียบเทียบคือ `

K
2

˘

“ KpK ´ 1q{2 สำหรับ θ1 ´ θ2, θ1 ´

θ3, . . . , θK´1 ´ θK คือไดชวงความเชื่อมั่นของสวนตาง KpK ´ 1q{2 อัน นอกจากนี้แลวยังมีวิธีของทู
คีย (Tukey method) และวิธีของซู (Hsu method) ซึ่งเปรียบเทียบทุกทางเลือกกับตัวที่ดีที่สุด (คาคาด
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หมายของดัชนีชี้วัดมากที่สุดหรือนอยที่สุด) อานรายละเอียดเพิ่มเติมจาก Bechhofer et al. (1995) ใช
ซอฟตแวรสถิติเชนมินิแทบหรือ R สรางได

การเลือกทางเลือกที่ให θi ที่ดีที่สุด คือมากที่สุดหรือนอยที่สุด เชน ตนทุนต่ำที่สุดหรือปริมาณงานที่ผลิตได
มากที่สุด: แนะนำใหใชวิธีการจัดลำดับและการคัดเลือก (Ranking and selection) ซึ่งจะกลาวถึง
วิธีคัดกรองตัวเลือก (Subset selection method) และวิธีเลือกตัวเลือกที่ดีที่สุด (Selection of the
best method) ในหัวขอที่ 8.2.3

หัวขอที่ 8.2.1 จะกลาวถึงการเปรียบเทียบดวยชวงความเชื่อมั่นทั้งสองแบบที่กลาวมา

8.2.1 ชวงความเชื่อมั่น
ตัวอยางที่ 8.6 แสดงการคำนวณชวงความเชื่อมั่นแบบเปรียบเทียบกับเกณฑมาตรฐาน และตัวอยางที่ 8.7 ใช
ขอมูลชุดเดียวกันแตเปรียบเทียบทุกคู

ตัวอยางที่ 8.6. ใชแบบจำลองเพื่อออกแบบผัง (Layout) แผนกผูปวยนอกของโรงพยาบาลแหงหนึ่ง ดัชนีชี้
วัดคือเวลารอคอยของคนไขจนกวาจะไดพบแพทย (θi) มีผังที่พิจารณา 3 แบบ จึงมีดัชนีชี้วัด 3 ตัวที่เปรียบ
เทียบกัน คือ θ1, θ2, θ3 โดยผังแบบที่ 1 เปนเกณฑมาตรฐาน จึงมีทั้งหมด C “ K ´ 1 “ 2 คู และใชเลข
สุมรวมกัน (CRN) ในการทดลองดวยแบบจำลอง หากตองการใหนัยสำคัญรวม 95% แตละชวงความเชื่อมั่น
ของ θ2 ´ θ1 และ θ3 ´ θ1 ควรมีนัยสำคัญ 1 ´ α{2 “ 1 ´ 0.05{2 “ 0.975 (ดวยสมการที่ 5.23) คาสถิติ
t0.975,4 “ 3.495 ตารางที่ 8.3 แสดงเอาทพุทที่ไดจากการประมวลผลแบบจำลอง

ตารางที่ 8.3: ขอมูลและการคำนวณสำหรับตัวอยางที่ 8.6

เวลารอคอยเฉลี่ยจากรอบทำซ้ำที่ j (นาที)
ทางเลือก 1 2 3 4 5
ผังแบบที่ 1 9 11 10 9 15
ผังแบบที่ 2 20 21 23 17 30
ผังแบบที่ 3 6 5 8 14 7

CI sD SD Half width Lower CI Upper CI
Yj2 ´ Yj1 11 10 13 8 15 11.4 2.70 4.22 7.18 15.62
Yj3 ´ Yj1 -3 -6 -2 5 -8 -2.8 4.97 7.77 -10.57 4.97

เมื่อพิจารณาชวงความเชื่อมั่นในตารางที่ 8.3 จะเห็นวาผังแบบที่ 1 และ 2 ตางกันอยางมีนัยสำคัญ โดย
เวลารอคอยในผังแบบที่ 1 ต่ำกวาผังแบบที่ 2 แตผังแบบที่ 1 ไมแตกตางจาก 3 อยางมีนัยสำคัญ จึงตัดผังแบบ
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ที่ 2 จากการพิจารณาเพิ่มเติม และยังไมสามารถสรุปไดวาผังแบบที่ 1 และแบบที่ 3 ตางกันอยางมีนัยสำคัญ
หรือไม

l

ตัวอยางที่ 8.7. ตอเนื่องจากตัวอยางที่ 8.6 เมื่อผูวิเคราะหใชวิธีเปรียบเทียบทุกคู จะมีทั้งหมด

C “

ˆ

3
2

˙

“ 3 คู

ใชเลขสุมรวมกัน (CRN) ในการทดลองดวยแบบจำลอง หากตองการใหนัยสำคัญรวม 95% แตละชวงความ
เชื่อมั่นของ θi ´ θj สำหรับ i ‰ j ควรมีนัยสำคัญ 1 ´ α{3 “ 1 ´ 0.05{3 “ 0.98 หรือ α “ 0.02 ดวยอสมการ
ของบอนเฟอรโรนี่ (5.23) เนื่องจากใชเลขสุมรวมกันในการประมวลผล จึงใชชวงความเชื่อมั่นแบบ t สำหรับคู
ตัวอยางที่ (สมการที่ 8.8) คาสถิติ t1´0.02{2,4 “ 3.747

เอาทพุทที่ j (นาที)
CI 1 2 3 4 5 sD SD Half width Lower CI Upper CI

Yj1 ´ Yj2 -11 -10 -13 -8 -15 -11.4 2.70 4.53 -15.93 -6.87
Yj1 ´ Yj3 3 6 2 -5 8 2.8 4.97 8.33 -5.53 11.13
Yj2 ´ Yj3 14 16 15 3 23 14.2 7.19 12.05 2.15 26.25

เมื่อพิจารณาชวงความเชื่อมั่น จะเห็นวาผังแบบที่ 1 และ 2 ตางกันอยางมีนัยสำคัญเพราะชวงความเชื่อ
มั่นติดลบทั้งชวง โดยเวลารอคอยในผังแบบที่ 1 ต่ำกวาผังแบบที่ 2 แตผังแบบที่ 1 ไมแตกตางจาก 3 อยางมี
นัยสำคัญเพราะชวงความเชื่อมั่นครอมศูนย ผังแบบที่ 2 มีเวลารอคอยสูงกวาผังแบบที่ 3 โดยสรุปผังแบบที่ 2
ใหเวลารอคอยมากที่สุดจึงตัดออกจากการพิจารณา และสรุปวาผังแบบที่ 1 และแบบที่ 3 ไมตางกันอยางมีนัย
สำคัญ หากตองการไดตัวเลือกดีที่สุดเพียงตัวเดียว ควรประมวลผลใหมโดยพิจารณาแคสองทางเลือกนี้ เอาท
พุทที่จะประมวลผลใหมควรเปนอิสระกับขอมูลที่มีแลวในตารางที่ 8.3

l

สังเกตวาผลการวิเคราะหจากตัวอยางที่ 8.6 และ 8.7 ใหผลสรุปในทางเดียวกัน แตกตางกันตรงที่ตัวอยาง
ที่ 8.6 เนนที่เกณฑมาตรฐาน ใหน้ำหนักที่ผังแบบที่ 1 มากกวาแบบอื่น ๆ แตตัวอยางที่ 8.7 ไมเนนที่ทางเลือก
ใดทางเลือกหนึ่งโดยเฉพาะ

หากมีจำนวนตัวเลือกมากกวา 2-3 ตัว การเปรียบเทียบดวยชวงความเชื่อมั่นเปนวิธีที่ไมมีประสิทธิภาพจึง
ไมเหมาะสม เพราะนัยสำคัญรวมของทุกชวงความเชื่อมั่นอาจเหลือนอย หรือหากกำหนดนัยสำคัญรวม ชวง
ความเชื่อมั่นของแตละอันก็มีนัยสำคัญสูงมาก จึงกวางจนไมเปนประโยชนในเชิงปฏิบัติ ดังนั้นควรใชวิธีใน
หัวขอถัดไป
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การจัดลำดับและการคัดเลือก
ในกรณีที่มีหลายตัวเลือก วิธีที่ควรใชคือการจัดลำดับและการคัดเลือกซึ่งประกอบดวยหลายวิธี ๆ ที่เลือกใชขึ้น
อยูกับวัตถุประสงคที่ตองการ เชน

การคัดกรองตัวเลือก แบงทางเลือกเปนสองกลุม กลุมหนึ่งคือกลุมที่อาจจะดีที่สุดและกลุมที่ไมใชกลุมที่ดี
ที่สุดแนนอน โดยรับรอง (Guarantee) วาความนาจะเปนที่ตัวเลือกที่ดีที่สุดจะอยูในเซตนี้เปนอยาง
นอย 1´α วิธีนี้มีประโยชนสำหรับการคัดกรองเบื้องตนเพื่อตัดทางเลือกที่ดอยอยางชัดเจนออกจากการ
พิจารณา

วิธีเลือกตัวเลือกที่ดีที่สุด คัดเลือกตัวเลือกที่ดีที่สุดเพียงตัวเดียวจากทั้งหมด K ทางเลือก “ดีที่สุด คือมีคา
คาดหมายของดัชนีชี้วัดมากที่สุด (เชน ปริมาณงานตอวัน การใชประโยชนทรัพยากร) หรือนอยที่สุด
(เชน เวลารอคอยหรือจำนวนงานเสีย) โดยรับรองวาตัวเลือกที่ดีที่สุดที่แทจริงจะถูกเลือกดวยความนา
จะเปนอยางนอย 1 ´ α

พารามิเตอรอื่นที่ผูใชตองกำหนดสำหรับสองวิธีนี้คือ δ หรือความแตกตางที่มีนัยสำคัญ (Significant dif-
ference) หากทางเลือกที่ดีที่สุดมีคาคาดคะเนของดัชนีชี้วัดดีกวาตัวเลือกอื่น ๆ อยางนอย δ ทางเลือกนั้นจะ
ถูกเลือกดวยความนาจะเปนอยางนอย 1 ´ α ผูวิเคราะหหรือผูมีอำนาจตัดสินใจเปนผูกำหนด δ ใหสะทอน
ระดับความละเอียดที่ตองการแยกแยะตัวเลือก กลาวคือ หากทางเลือกตางกันนอยกวา δ ผูวิเคราะหมองวา
ทางเลือกเหลานี้ไมตางกันอยางมีนัยสำคัญ จึงอาจพิจารณาดัชนีชี้วัดรองวาควรนำทางเลือกใดไปใชจริง

8.2.2 การคัดกรองตัวเลือก
หัวขอนี้จะกลาวถึงวิธีการคัดกรองตัวเลือกในเครื่องมือ Process Analyzer (PAN) ที่มาพรอมกับซอฟตแวร
อารีนา วิธีนี้นำเสนอโดย Boesel et al. (2003) PAN เรียกความแตกตางที่มีนัยสำคัญวาคาเผื่อผิดพลาด
(Error tolerance) แทนดวยสัญลักษณ δ และมีคานัยสำคัญ 1 ´ α ตายตัวที่ 95% ผูอานศึกษาวิธีการใช PAN
ไดจากหนังสือ Kelton et al. (2009) หรือ Help menu ของซอฟตแวร

คาเผื่อสงผลตอเซตที่ได เมื่อตั้งคาเผื่อเปนศูนย วิธีของ Nelson et al. (2001) รับรองวาเซตที่ไดมีตัวที่ดี
ที่สุดดวยความนาจะเปน 1 ´ α เมื่อคาเผื่อมากกวาศูนย เซตนี้จะมีตัวที่ดีที่สุดหรือตัวที่มีคาคาดหมายของดัชนี
ชี้วัดหางจากตัวที่ดีที่สุดไมเกิน δ ดวยความนาจะเปน 1 ´ α เมื่ออานถึงตอนนี้ ผูใชอาจคิดวาควรตั้งคาเผื่อเปน
ศูนยเสมอ แตในเชิงปฏิบัติแลวคาเผื่อที่เปนศูนยบีบใหวิธีการคัดกรองเก็บตัวเลือกไวหลายตัวเพื่อใหสามารถ
รับรองวาเซตที่ถูกเลือกจะมีตัวที่ดีที่สุดดวยความนาจะเปนที่ผูใชกำหนด ผลที่ตามมาคืออาจไมสามารถสรุป
ไดชัดเจนวาใครดีกวาใคร เชน ในตัวอยางที่ 8.8 ขางลางเมื่อตั้งคาเผื่อเปนศูนย วิธีคัดกรองเก็บทั้งผังแบบที่ 1
และผังแบบที่ 3 ซึ่งเปนขอสรุปเดียวกันกับเมื่อใชชวงความเชื่อมั่น (ตัวอยางที่ 8.6-8.7) แตเมื่อกำหนดใหคา
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เผื่อเปน 2.7 นาที เหลือผังแบบที่ 3 อันเดียวที่ถูกเก็บไวจึงเปนตัวเลือกที่ดีที่สุดโดยปริยาย ดังนั้นจึงควรตั้งคา
เผื่อใหเหมาะสม

วิธีการคัดกรองตัวเลือกของ Boesel et al. (2003) มีขั้นตอนคราว ๆ ดังนี้ คำนวณคาเฉลี่ยตัวอยาง
(Sample mean) ของแตละตัวเลือก (sYi สำหรับทางเลือก i “ 1, 2, . . . , K) เก็บตัวเลือกที่มีคาเฉลี่ยที่ดีที่สุด
เอาไว หากดัชนีชี้วัดยิ่งมากยิ่งดี จะเก็บตัวเลือกที่มีคาเฉลี่ยสูงสุด หากดัชนีชี้วัดยิ่งนอยยิ่งดี จะเก็บตัวเลือกที่มี
คาเฉลี่ยต่ำที่สุด ตัวเลือกอื่น ๆ จะถูกเก็บไวหากคาเฉลี่ยไมหางจากคาเฉลี่ยที่ดีที่สุดมากจนเกินไป (อธิบายเพิ่ม
เติมภายหลัง) พารามิเตอรที่เกี่ยวของมีดังนี้: K แทนจำนวนทางเลือกที่มี 1 ´ α เปนระดับนัยสำคัญ δ เปนคา
เผื่อผิดพลาด Ri เปนจำนวนรอบทำซ้ำหรือขนาดตัวอยางของทางเลือก i นิยามคาสถิติ ti ดังนี้

ti “ tp1´αq1{pK´1q,Ri´1 (8.12)

ขนาดหนาตาง (Window) ของคูทางเลือก i และ j เรียกวา Wij คลายกับครึ่งชวงความเชื่อมั่นเฉลี่ย คำนวณ
ดังนี้

Wij “

d

t2
i S2

i

Ri
`

t2
jS2

j

Rj
(8.13)

สังเกตวา Wij “ Wji หากดัชนีชี้วัดยิ่งมากยิ่งดี เก็บทางเลือก i ในเซตถาเงื่อนไขนี้เปนจริง

sY¨i ě sY¨j ´ pWij ´ δq` สำหรับทุก ๆ j ‰ i (8.14)

โดย x` “ maxpx, 0q เชน p´5q` “ maxp´5, 0q “ 0 และ p5q` “ maxp5, 0q “ 5 หากดัชนีชี้วัดยิ่งนอยยิ่งดี
เก็บทางเลือก i ในเซตถาเงื่อนไขนี้เปนจริง

sY¨i ď sY¨j ` pWij ´ δq` สำหรับทุก ๆ j ‰ i (8.15)

คา Wij มีไวเพื่อใหโอกาสกับทางเลือกซึ่งมีคาเฉลี่ยไมแยมากนัก รูปที่ 8.2 แสดงการเปรียบเทียบระหวางทาง
เลือกที่ 1 และ 2 โดยใชสมการที่ (8.14) สมมติวาดัชนีชี้วัดยิ่งมากยิ่งดีและทางเลือกที่ 1 มีคาเฉลี่ยสูงที่สุด sY1

หากคาเฉลี่ยของทางเลือกที่ 2 ตกอยูในชองวงเล็บ ก็จะถูกเก็บไว แตหากตกอยูนอกวงเล็บ ก็จะถูกคัดออก
ตัวอยางที่ 8.8 แสดงขั้นตอนการใชการคัดกรองตัวเลือก ซึ่งแสดงใหเห็นวาคาเผื่อมีผลตอเซตที่ได

ตัวอยางที่ 8.8. ขอมูลจากตัวอยางที่ 8.6 คาพารามิเตอรที่เกี่ยวของมีดังนี้: ขนาดตัวอยาง (Ri) เทากับ 5 จึง
มีคาองศาอิสระเปน 4 มีจำนวนตัวเลือก (K) เปน 3 กำหนดใหนัยสำคัญ 1 ´ α “ 0.95

ในสูตร (8.12) คา ti มีนัยสำคัญที่ตองการดังนี้

ti “ t
p1´αq

1
K´1 ,Ri´1

“ t
0.95

1
3´1 ,5´1

“ t0.9747,4 “ 2.764
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รูปที่ 8.2: การเปรียบเทียบทางเลือกที่ 1 และ 2 ดวยวิธีคัดกรองตัวเลือกโดยใชสมการที่ (8.14)

ตัวเลือก i ผังแบบที่ 1 ผังแบบที่ 2 ผังแบบที่ 3
sY¨i 10.8 22.2 8
S2

¨i 6.2 23.7 12.5

โดยอาจใชฟงกชัน =tinv(2*(1-0.9747), 4) ในเอกซเซล คูณสองเพราะฟงกชันนี้ใชความนาจะเปนรวม
ของหางทั้งสองขางของ PDF คำนวณคาความกวางหนาตาง Wij ดวยสมการที่ (8.13) ดังนี้

W12 “

c

2.7642 ˆ 6.2
5

`
2.7642 ˆ 23.7

5
“ 6.759

คาระหวางคูอื่นมีดังนี้ W13 “ 5.345 และ W23 “ 7.437 เมื่อกำหนดคา δ “ 0 แลวใชสมการที่ (8.15) เพื่อ
เปรียบเทียบระบบ ผังแบบที่ 3 มีเวลาเฉลี่ยนอยที่สุดจึงเก็บไวในเซตที่ถูกเลือก พิจารณาผังแบบที่ 1 เปรียบ
เทียบกับผังแบบที่ 2 และ 3
1 เทียบกับ 2:

sY¨1
?
ď sY¨2 ` pW12 ´ δq`

10.8
X
ď 22.2 ` p6.759 ´ 0q` “ 28.96

1 เทียบกับ 3:

sY¨1
?
ď sY¨3 ` pW13 ´ δq`

10.8
X
ď 8 ` p5.345 ´ 0q` “ 13.345

เงื่อนไข (8.15) เปนจริงจึงเก็บผังแบบที่ 1 ไวในเซตที่ถูกเลือก เหลือผังแบบที่ 2 ใหพิจารณาตอ ดังนี้
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2 เทียบกับ 1:

sY¨2
?
ď sY¨1 ` pW12 ´ δq`

22.2
ˆ
ď 10.8 ` p6.759 ´ 0q` “ 17.559

เงื่อนไข (8.15) ไมเปนจริง จึงไมตองตรวจสอบผังแบบที่ 2 เทียบกับแบบที่ 3 ดังนั้นเซตที่ถูกเลือกจึงเหลือ
t1, 3u แตหากตั้งคาเผื่อสูงขึ้น เชน δ “ 2.7 นาที จะเหลือเพียงผังแบบที่ 3 ในเซต ดังนั้นการกำหนดคาเผื่อที่
เหมาะสม (ไมใชแคคาศูนย) อาจทำใหไดขอสรุปที่ชัดเจน

l

หากจำเปนตองใชวิธีคัดกรองตัวเลือกเพื่อคัดเลือกตัวเลือกที่ดีที่สุดเพียงตัวเดียว ก็ใหเพิ่มขนาดตัวอยาง
หรือจำนวนรอบทำซ้ำ (อาจเปนทีละ 10) จนกวาเซตที่ถูกเก็บไวเหลือตัวเลือกที่ดีที่สุดเพียงตัวเดียว หัวขอถัด
ไปจะกลาวถึงวิธีทางสถิติที่ถูกออกแบบมาเพื่อวัตถุประสงคนี้โดยเฉพาะ

8.2.3 วิธีเลือกตัวเลือกที่ดีที่สุด
วิธีของ Nelson et al. (2001) นี้ตอยอดมาจากวิธีคัดกรองตัวเลือกที่ ได เพิ่งนำเสนอไปในหัวขอที่ 8.2.2
สามารถทำไดเมื่อใชตัวแปรสุมรวมกัน (CRN ในหัวขอที่ 8.1.1) หรือเมื่อสุมอยางเปนอิสระตอกัน ประกอบ
ดวยการประมวลผล 2 ขั้น ขั้นแรกเพื่อประมาณความแปรปรวนในเอาทพุทของแตละทางเลือก แลวใชความ
แปรปรวนนี้รวมกับพารามิเตอรอื่นเพื่อกำหนดจำนวนรอบทำซ้ำ (หรือขนาดตัวอยาง) ที่ตองใชในการประมวล
ผลขั้นสุดทาย หลังจากนั้นทางเลือกที่ดีที่สุดจะถูกเลือกโดยใชคาเฉลี่ยตัวอยางจากขอมูลทั้งหมด ถาดัชนีชี้วัด
ยิ่งมากยิ่งดี จะเลือกทางเลือกที่มีคาเฉลี่ยสูงที่สุด ถาดัชนีชี้วัดยิ่งนอยยิ่งดี จะเลือกทางเลือกที่มีคาเฉลี่ยต่ำที่สุด

วิธีของ Nelson et al. (2001) รับรองวาจะเลือกทางเลือกที่ดีที่สุดหรือตัวที่หางจากตัวที่ดีที่สุดไมเกิน δ

ดวยความนาจะเปน 1 ´ α เชน 95% โดย δ และ 1 ´ α เปนพารามิเตอรที่ผูใชกำหนด นอกจากนี้ยังมีจำนวน
ทางเลือกที่พิจารณา (K) และขนาดตัวอยางในการประมวลผลขั้นแรก (R0) ขั้นตอนชวงแรกของวิธีเลือกตัว
เลือกที่ดีที่สุดเหมือนกับวิธีการคัดกรองตัวเลือก แตที่ความนาจะเปนที่จะเลือกตัวที่ดีที่สุด 1 ´ 0.5α และความ
นาจะเปนที่จะผิดพลาดที่เหลืออีก 0.5α สำหรับการเลือกตัวเลือกที่ดีที่สุด

ขั้นตอนวิธีเลือกตัวเลือกที่ดีที่สุด

สังเกตวาคานัยสำคัญที่สมเหตุผลอยูในชวง 1{K ă 1 ´ α ă 1 เพราะหากนัยสำคัญนอยกวา 1{K ก็ไมจำเปน
ตองทดลองใด ๆ แคสุมเลือกโดยใหทุกทางเลือกมีโอกาสที่จะถูกเลือกเทากัน ก็ไดนัยสำคัญที่ตองการแลว
จำนวนรอบทำซ้ำของการประมวลผลขั้นแรก (R0) ไมควรต่ำกวา 10 เพราะถาต่ำกวานั้น คาความแปรปรวนที่
ประมาณได S2

i จะมีความไมแมนยำสูง
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ชวงเริ่มตน กำหนดคาคงที่ของไรน็อต (Rinott’s constant, h) ที่ R0, K, และ 1 ´ 0.5α (ใชตารางที่ 8.5 หาก
ไมมีคาที่ตองการ ใหดูที่ Bechhofer et al. (1995)) และคาสถิติ

t “ t
p1´0.5αq

1
K´1 ,R0´1

(8.16)

สังเกตวาเปนสมการเดียวกับสมการที่ (8.12) แตตางกันที่นัยสำคัญ 1´0.5α และทุกทางเลือกมี R0 เทา
กัน

ชวงประมวลผลขั้นแรก เพื่อคัดทางเลือกที่ดอยกวาอยางชัดเจนออก

1. ประมวลผลแตละทางเลือกโดยใช R0 รอบทำซ้ำ; คำนวณคาเฉลี่ย (sYi) และความแปรปรวนจาก
ตัวอยาง (S2

i ) สำหรับ i “ 1, 2, . . . , K

2. คำนวณความกวางหนาตาง Wij ดวยสมการที่ (8.17) และ t จากสมการที่ (8.16) ดังนี้

Wij “ t

d

S2
i ` S2

j

R0
สำหรับ i ‰ j (8.17)

3. เมื่อตองการดัชนีชี้วัดที่สูงที่สุด หากทางเลือกใดผานเกณฑ (8.14) ใหเก็บทางเลือกนั้นไว ในกรณีที่
ตองการดัชนีชี้วัดที่ต่ำที่สุด หากทางเลือกใดผานเกณฑ (8.15) ใหเก็บทางเลือกนั้นไว
ใหเซต S เปนกลุมของทางเลือกที่ยังเหลือ หากเซตนี้มีสมาชิกเหลือเพียงตัวเดียว สรุปไดทันทีวา
ทางเลือกนี้ดีที่สุด มิเชนนั้นดำเนินการตอในชวงประมวลผลขั้นสุดทาย

ชวงประมวลผลขั้นสุดทาย พิจารณาเฉพาะทางเลือกที่ยังไมถูกคัดออก คือ i P S

1. คำนวณจำนวนรอบทำซ้ำที่ตองการของแตละทางเลือก Ri ดังนี้

Ri “ max

˜

R0,

S

ˆ

hSi

δ

˙2
W¸

(8.18)

เครื่องหมาย r¨s แปลวาปดขึ้นใหเปนจำนวนเต็มที่ใกลที่สุด เชน r21.37s “ 22 สังเกตวาในสูตร
(8.18) คาเผื่อ δ ตองมากกวาศูนยเพราะเปนตัวหาร

2. ประมวลผลทางเลือก i เพิ่มเติมดวยจำนวน Ri ´ R0 รอบทำซ้ำ หรือถาใชเวลาประมวลผลไมมาก
อาจประมวลผลทั้ง Ri รอบใหมทั้งหมด

3. คำนวณคาเฉลี่ยจากขอมูลทั้งสองชวง

s

sY¨i “
1

Ri

Ri
ÿ

r“1
Yri (8.19)

เมื่อตองการคาคาดหมายของดัชนีชี้วัดที่สูงที่สุด ใหเลือกทางเลือก i ที่มี s

sY¨i สูงที่สุด ในกรณีที่
ตองการคาคาดหมายของดัชนีชี้วัดที่ต่ำที่สุด ใหเลือกทางเลือก i ที่มี s

sY¨i ต่ำที่สุด
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เนื่องจากวิธี Nelson et al. (2001) นี้อาศัยคาคงที่ของไรน็อตซึ่งไมมีในซอฟตแวรสถิติทั่วไปหรือเอกซเซล
จึงขอแนะนำใหใชฟงกชัน Select the Best ในเอกซเซลเทมเพลทชื่อ SimulationTools.xls ที่สามารถ
ดาวนโหลดไดฟรีจาก www.bcnn.net

ตัวอยางที่ 8.9 แสดงการคัดเลือกตัวเลือกที่ดีที่สุด

ตัวอยางที่ 8.9. พิจารณาปญหาเด็กสงหนังสือพิมพในหัวขอที่ 3.3 ตารางที่ 3.9 แสดงแบบจำลองในเอกซเซล
ตัวแปรตัดสินใจคือจำนวนตั๋วที่ใหจองและดัชนีชี้วัดคือกำไรสุทธิ วัตถุประสงคคือตองการกำหนดจำนวนตั๋วที่
ใหจองที่ทำใหกำไรสุทธิสูงสุด ตารางที่ 8.4 แสดงทางเลือกที่พิจารณา

ตารางที่ 8.4: ผลการประมวลผลขั้นแรก R0 “ 30

ทางเลือก i จำนวนตั๋วที่ใหจอง sYi S2
i

1 18 79,200 2.0390 ˆ 107

2 19 81,600 3.0352 ˆ 107

3 20 81,950 6.8273 ˆ 107

4 21 84,325 6.9272 ˆ 107

5 22 83,025 7.3364 ˆ 107

6 23 81,650 8.8360 ˆ 107

กำหนดคาพารามิเตอรดังนี้: 1 ´ α “ 90% หรือ α “ 0.1, δ “ 1,000 บาท, และ R0 “ 30 รอบทำซ้ำ การ
ประมวลผลเบื้องตนใหคาสรุปทางสถิติดังแสดงในตารางที่ 8.4 คาสถิติ t ในสมการที่ (8.16) คือ

t “ t
p1´0.5ˆ0.1q

1
6´1 ,30´1

“ t0.99,29 “ 2.462

และคาคงที่ของไรน็อต hpR0 “ 30, K “ 6, 1´ 0.5α “ 0.95q “ 3.434 ในชวงประมวลผลขั้นแรก คำนวณ W14

ไดดังนี้
W14 “ t

c

S2
1 ` S2

4
30

“ 2.462
c

2.0390 ˆ 107 ` 6.9272 ˆ 107

30
“ 4, 256.33

ทางเลือกที่ 1 ถูกคัดออกเพราะไมผานเกณฑ (8.14) เมื่อเปรียบเทียบทางเลือกที่ 1 และทางเลือกที่ 4 ที่มีคา
เฉลี่ยสูงสุด

79, 200
ˆ
ě 84, 325 ´ maxp4, 256.33 ´ 1, 000, 0q “ 84, 325 ´ 3, 256.33 “ 80, 068.67

จึงเหลือเพียง S “ t2, 3, 4, 5, 6u ในการประมวลผลขั้นที่สอง

www.bcnn.net
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คำนวณจำนวนรอบทำซ้ำที่ตองการของทางเลือกที่ 2

R2 “ max
ˆ

30,

R

3.4342 ˆ 3.0352 ˆ 107

1, 0002

V˙

“ 358

เมื่อใช SimulationTools.xls จำนวนรอบทำซ้ำที่ตองการเพิ่มทั้งหมดมีดังนี้

R2 ´ R0 “ 328, R3 ´ R0 “ 775, R4 ´ R0 “ 787, R5 ´ R0 “ 835, R6 ´ R0 “ 1012

เมื่อประมวลผลเพิ่มแลว คำนวณคาเฉลี่ยของขอมูลทั้งหมด (สมการที่ 8.19)

s

sY¨2 “ 81,578, s

sY¨3 “ 83,365, s

sY¨4 “ 83,190, s

sY¨5 “ 83,274, s

sY¨6 “ 83,445

ทางเลือกที่ดีที่สุดคือทางเลือกที่ 6 หรือจำนวนตั๋วที่ใหจองที่ดีที่สุดคือ 23 ใบ เพราะใหคาเฉลี่ยของกำไรสุทธิ
สูงที่สุด

l

8.3 บทสงทาย
การเปรียบเทียบทางเลือกดวยแบบจำลองมีเนื้อหาอีกมากที่ผูเขียนยังไมไดกลาวถึง โดยเฉพาะอยางยิ่งการ
หาคาที่เหมาะที่สุด (Optimization) ซึ่งเปนหัวขอที่มีงานวิจัยใหม ๆ ออกมาอยางตอเนื่อง หากผูอานสนใจ
แนะนำใหเริ่มจากการอานบทความในชวง Advanced tutorial ของการประชุมวิชาการ Winter Simula-
tion Conference (http://informs-sim.org/) และคูมือการจำลองสถานการณ เชน Banks (1998) และ
Chung (2004)

ซอฟตแวรการจำลองสถานการณเชิงพาณิชยมักมีเครื่องมือการหาคาที่เหมาะที่สุด ซึ่งโดยมากพัฒนามา
จากฮิวริสติกที่ไมสามารถรับรองวาคำตอบที่ไดเปนคำตอบที่เหมาะที่สุดที่แทจริง ดังนั้นหากใชเครื่องมือเหลา
นี้ ควรทดลองประมวลผลที่พารามิเตอรหลากหลาย เชน เวลาในการคนหา (Run time) หรือจำนวนครั้งที่
ประมวลผลตอหนึ่งคำตอบ เพื่อทดสอบดูวาคำตอบที่ไดมาทนทานตอความเปลี่ยนแปลงของพารามิเตอรของ
การทดลองหรือไม (Robustness) ผูใชควรศึกษาจุดเดนจุดดอยและขอจำกัดของเครื่องมือที่ใชดวย

http://informs-sim.org/
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ตารางที่ 8.5: คาคงที่ของไรน็อต (ตารางที่ A.12 ใน Banks et al. 2005)

K

1 ´ α R0 2 3 4 5 6 7 8 9 10
5 2.291 3.058 3.511 3.837 4.093 4.305 4.486 4.644 4.786
6 2.177 2.871 3.270 3.552 3.771 3.951 4.103 4.235 4.352
7 2.107 2.758 3.126 3.384 3.582 3.744 3.881 3.999 4.103
8 2.059 2.682 3.031 3.273 3.489 3.609 3.736 3.845 3.941
9 2.025 2.628 2.963 3.195 3.372 3.515 3.635 3.738 3.829
10 1.999 2.587 2.913 3.137 3.307 3.445 3.560 3.659 3.746
11 1.978 2.556 2.874 3.092 3.258 3.391 3.503 3.598 3.682
12 1.962 2.531 2.843 3.056 3.218 3.349 3.457 3.551 3.632
13 1.948 2.510 2.817 3.027 3.186 3.314 3.420 3.512 3.592

0.90 14 1.937 2.493 2.796 3.003 3.160 3.285 3.390 3.480 3.558
15 1.928 2.479 2.779 2.983 3.138 3.261 3.364 3.453 3.530
16 1.919 2.467 2.764 2.966 3.119 3.241 3.343 3.430 3.506
17 1.912 2.456 2.751 2.951 3.102 3.223 3.324 3.410 3.485
18 1.906 2.447 2.739 2.938 3.088 3.208 3.308 3.393 3.467
19 1.901 2.438 2.729 2.926 3.075 3.194 3.293 3.378 3.451
20 1.896 2.431 2.720 2.916 3.064 3.182 3.280 3.364 3.437
30 1.866 2.387 2.666 2.855 2.997 3.110 3.204 3.284 3.354
40 1.852 2.366 2.641 2.827 2.966 3.077 3.169 3.247 3.315
50 1.844 2.354 2.627 2.810 2.948 3.057 3.148 3.225 3.292
5 3.107 3.905 4.390 4.744 5.025 5.259 5.461 5.638 5.797
6 2.910 3.602 4.010 4.303 4.533 4.722 4.884 5.025 5.150
7 2.791 3.424 3.791 4.051 4.253 4.419 4.559 4.681 4.789
8 2.712 3.308 3.649 3.889 4.074 4.225 4.353 4.463 4.561
9 2.656 3.226 3.550 3.776 3.950 4.091 4.210 4.313 4.404
10 2.614 3.166 3.476 3.693 3.859 3.993 4.106 4.204 4.290
11 2.582 3.119 3.420 3.629 3.789 3.918 4.027 4.121 4.203

ตอในหนาถัดไป



8.3 บทสงทาย 185

ตารางที่ 8.5 – ตอจากหนาที่แลว
K

1 ´ α R0 2 3 4 5 6 7 8 9 10
12 2.556 3.082 3.376 3.579 3.734 3.860 3.965 4.055 4.135
13 2.534 3.052 3.340 3.539 3.690 3.812 3.915 4.003 4.080

0.95 14 2.517 3.027 3.310 3.505 3.654 3.773 3.874 3.960 4.035
15 2.502 3.006 3.285 3.477 3.623 3.741 3.839 3.924 3.998
16 2.489 2.988 3.264 3.453 3.597 3.713 3.810 3.893 3.966
17 2.478 2.973 3.246 3.433 3.575 3.689 3.785 3.867 3.938
18 2.468 2.959 3.230 3.415 3.556 3.669 3.763 3.844 3.914
19 2.460 2.948 3.216 3.399 3.539 3.650 3.744 3.824 3.894
20 2.452 2.937 3.203 3.385 3.523 3.634 3.727 3.806 3.875
30 2.407 2.874 3.129 3.303 3.434 3.539 3.626 3.701 3.766
40 2.386 2.845 3.094 3.264 3.392 3.495 3.580 3.652 3.716
50 2.373 2.828 3.074 3.242 3.368 3.469 3.553 3.624 3.687

แบบฝกหัด

8.1. ผูวิเคราะหใชแบบจำลองระบบดำเนินงานคลังสินคา มีวิธีการจัดเก็บสินคา 4 แบบใหเลือก ดัชนีชี้วัด
หลักคือเวลาในการจัดสินคาตอหนึ่งใบสั่งซื้อ ใชชวงความเชื่อมั่นแบบทุกคู ในการเปรียบเทียบ และ
ตองการใหนัยสำคัญรวม 95% แตละชวงความเชื่อมั่นจะตองมีนัยสำคัญเทาใด

8.2. ผูบริหารโรงพยาบาลแหงหนึ่งไดรับรองเรียนจากผูปวยนอกหลายรายวาเวลาที่อยูที่โรงพยาบาลนาน
เกินไป ผูบริหารจึงปรึกษาแผนกปรับปรุงระบบธุรกิจ และไดแนวความคิดใหมในการวางผังการไหลของ
คนไข กอนที่จะเปลี่ยนแปลงหนางานจริง ผูบริหารตองการผลการวิเคราะหเชิงตัวเลขวาเมื่อปรับปรุง
ระบบแลว จะทำใหเวลาในระบบของคนไขเปลี่ยนแปลงอยางไร แผนกปรับปรุงระบบธุรกิจไดพัฒนา
แบบจำลองของแผนกผูปวยนอก และประเมินเวลาในระบบของคนไขภายใตทั้งสองสถานการณ ดังนี้
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ชนิด จำนวนเอาทพุท คาเฉลี่ยเวลาในระบบ สวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน
(i) (Ri) (sY¨i, นาที) (Si, นาที)

ระบบปจจุบัน (1) 10 136.14 3.59
ระบบที่ปรับปรุงแลว (2) 10 112.71 0.79

ระบบที่ปรับปรุงแลวดีกวาระบบปจจุบันอยางมีนัยสำคัญหรือไม ใหระบุคานัยสำคัญที่ใช

8.3. แผนกประกอบอุปกรณสุขภัณฑอยูในระหวางการปรับปรุงประสิทธิภาพดวยการลดขั้นตอนการทำงาน
ตารางขางลางแสดงขอมูลจากการจับเวลาในการประกอบชิ้นสวนชิ้นหนึ่ง โดยพนักงานคนที่ j

ขอมูลที่ j 1 2 3 4 5 6
เวลาประกอบในปจจุบัน (ชม.) 0.430 0.266 0.567 0.531 0.707 0.716

เวลาประกอบที่ลดขั้นตอนแลว (ชม.) 0.415 0.238 0.390 0.410 0.605 0.609

ระบบที่ลดขั้นตอนดีกวาระบบปจจุบันอยางมีนัยสำคัญหรือไม ใหระบุคานัยสำคัญที่ใช

8.4. บริษัทแหงหนึ่งมีรถบรรทุกที่ทำกิจกรรม 3 อยางซ้ำไปซ้ำมา คือ บรรทุกของขึ้น, ชั่งน้ำหนัก, และวิ่งไป
สงของ สมมติวามีรถบรรทุก 8 คันในระบบและที่เวลาศูนย (เวลาเริ่มตน) ทั้ง 8 คันอยูที่จุดบรรทุกของ
ขึ้น เวลาในการชั่งน้ำหนักตอคันมีการแจกแจงแบบสม่ำเสมอในชวง 1 ถึง 9 นาที เวลาวิ่งไปสงของมีการ
แจกแจงแบบเอ็กซโพเนนเชียลดวยคาเฉลี่ย 85 นาที มีที่วางหนาจุดขึ้นของและหนาเครื่องชั่งน้ำหนักไม
จำกัด รถบรรทุกทั้งหมดสามารถวิ่งพรอมกันได ผูบริหารตองการเปรียบเทียบสองทางเลือก ดังนี้

‚ ระบบปจจุบัน: เครื่องขึ้นของแบบชา 2 เครื่อง ซึ่งใชเวลาบรรจุ 1-27 นาที (การแจกแจงแบบ
สม่ำเสมอ)

‚ ระบบใหม: เครื่องขึ้นของแบบเร็ว 1 เครื่อง ซึ่งใชเวลาบรรจุ 1-19 นาที (การแจกแจงแบบสม่ำเสมอ)

กำหนดใหรอบทำซ้ำยาว 7 วัน ทำงานวันละ 8 ชั่วโมง ดัชนีชี้วัดที่สนใจคือเวลาในระบบ ตั้งแตรถบรรทุก
เขาคิวบรรจุของจนกระทั่งเสร็จและออกจากเครื่องชั่ง สรางแบบจำลองสถานการณเพื่อเปรียบเทียบ
สองทางเลือกดวยวิธีทางสถิติที่สมเหตุสมผล ใหใชจำนวนรอบทำซ้ำมากพอที่จะแยกแยะสวนตางของ
เวลาในระบบอยางนอย 2 นาที และใชเลขสุมรวมกันในการเปรียบเทียบสองทางเลือกนี้

8.5. ใชแบบจำลองสถานการณเพื่อเปรียบเทียบสายการประกอบ 3 แบบโดยมีดัชนีชี้วัดคือปริมาณงานที่
ประกอบไดใน 1 ชั่วโมง ประมวลผลแตละทางเลือก 15 รอบทำซ้ำ ไดคาสรุปทางสถิติดังนี้

sY1 “ 10, sY2 “ 8, sY3 “ 5, S2
i “ 10 สำหรับทุก ๆ i
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กำหนดนัยสำคัญ 95% ใหใชวิธีคัดกรองตัวเลือกเพื่อตัดระบบที่ดอยกวาอยางชัดเจนที่คาเผื่อผิดพลาด
(δ) 2 กรณีดังนี้

(i) δ “ 0

(ii) δ “ 1

8.6. พิจารณาแบบจำลองการเลือกโครงการลงทุนในหัวขอที่ 3.5 แบบจำลองในรูปที่ ?? ใหออกแบบนโยบาย
การลงทุน 5 แบบ แลวใชวิธีการเลือกตัวเลือกที่ดีที่สุดเพื่อเลือกนโยบายที่ทำใหผลตอบแทนสูงสุด ระบุ
คานัยสำคัญและคาเผื่อ δ ที่ใช
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บทนี้มีไวเพื่อตอบคำถามชนิดที่วา ”รูไดอยางไรวาแบบจำลองถูกตอง” โดยจะเริ่มที่ประเด็นที่มักถูกมอง
ขาม ซึ่งไดถูกกลาวถึงไปบางแลวในบทสงทายของบทที่ผาน ๆ มา โดยเฉพาะอยางยิ่งหัวขอที่ 5.6

9.1 ขอผิดพลาดที่พบบอยในการวิเคราะหดวยแบบจำลองสถานการณ
ผูวิเคราะหมักสนใจในเครื่องมือที่ใชมากกวาโจทยของระบบที่อยูตรงหนา เชน อยากใชการจำลองสถานการณ
เพื่อจำลองระบบ แตไมสามารถตอบตัวเองไดวาพัฒนาไปเพื่อประเมินอะไรหรือประมาณดัชนีชี้วัดไหน เมื่อไม
ชัดเจนในวัตถุประสงค แบบจำลองที่พัฒนาจึงไมตอบสนองตอการใชงานจริงเทาที่ควรจะเปน ทั้งนี้ผูวิเคราะห
ก็ไมถึงกับเสียเวลาเปลา สวนใหญจะเขาใจระบบที่ศึกษาอยูมากขึ้นหลังจากที่ไดพัฒนาแบบจำลองแลว และ
เปนโอกาสดีที่ไดเก็บขอมูลเกี่ยวกับระบบที่ศึกษาหรือรับทราบถึงความมีหรือไมมีของขอมูล

ถึงแมวาประเด็นของการศึกษาจะชัดเจน บางครั้งผูวิเคราะหใชเวลาสวนใหญเก็บขอมูลและพัฒนาแบบ
จำลอง แตใชเวลานอยมากในการใชแบบจำลองใหเปนประโยชนในแงวิเคราะหผลหรือเปรียบเทียบทางเลือก
มักพิจารณาเฉพาะคาเฉลี่ยแตไมใชหลักการทางสถิติ ในกรณีที่ใชซอฟตแวรสำเร็จรูป ผูใชสวนใหญไมเขาใจ
หลักการที่อยูเบื้องหลังเครื่องมือในซอฟตแวร เชน ไมรูวาซอฟตแวรเลือกการแจกแจงความนาจะเปนใหโดย
ใชเกณฑอะไร หรือวาพารามิเตอรหรือผลตาง ๆ ที่ซอฟตแวรใหมามีความหมายอยางไร บางครั้งผูใชมั่นใจใน
ซอฟตแวรมากจนไมถามตัวเองวาเครื่องมือนั้น ๆ มีขอจำกัดอยางไร

อยางไรก็ดี มีผูกลาววาอุปสรรคสำคัญของการจำลองสถานการณไมใชการใชที่ผิด แตผูเรียนไมนำไปใชกับ
ปญหาจริง ผูเขียนจึงขอใหมองขอผิดพลาดที่นำเสนอมาเปนแนวทาง ไมใชเพื่อบั่นทอนกำลังใจ

หัวขอตอไปกลาวถึงการตรวจสอบแบบจำลอง ซึ่งประกอบดวย การทวนสอบ (Verification) และการ
ตรวจสอบความสมเหตุสมผล (Validation)

9.2 การทวนสอบ
การทวนสอบเปนการตรวจสอบวาแบบจำลองสถานการณ ในคอมพิวเตอรนั้นตรงกับแบบจำลองในกรอบ
ความคิด (Conceptual model) หรือแบบจำลองในกระดาษหรือไม แวดวงคอมพิวเตอรเรียกขั้นตอนนี้วา
Debugging คือการตรวจสอบวาโปรแกรมประมวลผลถูกตองหรือไม เครื่องมือทั่วไปในการทวนสอบมีดังนี้

1. ใหคนอื่นชวยตรวจสอบแบบจำลอง หรืออธิบายแบบจำลองใหผูอื่นฟงอยางละเอียด ทีละโมดูล (Struc-
tured walk through)

2. ตรวจสอบเอาทพุทของแบบจำลองเมื่อเทียบกับวิธีการประมาณคาชนิดอื่น เชน ตัวแบบแถวคอยในบท
ที่ 6 แนนอนวาตัวเลขที่ไดจากสองวิธีจะไมเทากัน แตไมควรตางกันมากนัก
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3. ประมวลผลแบบจำลองภายใตสถานการณสุดโตง เชน ใหเวลาในการบริการทุกสถานีเปนคาคงที่, คา
นอยที่สุดหรือคามากที่สุด

4. ใหมีการไหลเขา 1 ครั้งแลวติดตามสิ่งนี้ไปตลอดทางในระบบ เชน สังเกตวาใชทรัพยากรในระบบถูกหรือ
ไม เวลาที่ใชในแตละสถานีเปนอยางไร มีเสนทางการเดินถูกหรือไม

5. เก็บคาเอาทพุทอยางละเอียด เชน เวลาเขาและเวลาออกที่ทุกสถานี

6. หากใชซอฟตแวรสำเร็จรูปที่มีภาพเคลื่อนไหว ใหสังเกตภาพเคลื่อนไหว เชน มีแถวคอยใดที่ยาวผิดปกติ
ควรใชภาพที่แตกตางกันสำหรับแตละสถานะของทรัพยากร เชน เมื่อเครื่องจักรวาง, เมื่อทำงาน, หรือ
เมื่อเสีย

7. วิเคราะหความไว (Sensitivity analysis) กับพารามิเตอรสำคัญ ๆ เพื่อทดสอบวาเอาทพุทเปลี่ยนตาม
ในทิศทางที่ควรจะเปนหรือไม เชน สำหรับระบบผูปวยนอก เมื่อเพิ่มอัตราที่คนไขไหลเขา เวลารอคอย
ในระบบควรเพิ่มขึ้น หรือเมื่อเพิ่มจำนวนแพทย เวลารอคอยในระบบควรลดลง

9.3 การตรวจสอบความสมเหตุสมผล
การตรวจสอบความสมเหตุสมผลทำเพื่อใหมั่นใจวาแบบจำลองสามารถเปนตัวแทนของระบบที่ศึกษาในระดับ
ความละเอียดที่เหมาะตอการตัดสินใจ เชน ผูวิเคราะหสนใจลดเวลารอคอยของคนไขผูปวยนอก ก็ไมจำเปน
ตองจำลองสวนอื่น ๆ ของโรงพยาบาลอยางละเอียด เชน คลังยา หองฉายรังสี บางแผนกที่โรงพยาบาลจริง ๆ
มี แบบจำลองอาจไมตองมี เชน แผนกซักผาและแผนกโรงครัว ดังนั้นควรพัฒนาแบบจำลองและตรวจความ
สมเหตุสมผลก็ตอเมื่อนิยามคำถามที่ตองการตอบอยางชัดเจน เครื่องมือทั่วไปในการตรวจสอบความสมเหตุ
สมผลมีดังนี้

1. นำเสนอแบบจำลองตอผูที่มีความคุนเคยกับระบบจริงหรือผูที่อยูหนางาน โดย

‚ อธิบายการประมาณและขอมูลตาง ๆ ในภาษาที่คนทั่วไปเขาใจได ใชศัพทวิชาการใหนอย
‚ แสดงภาพเคลื่อนไหว (Animation) ประกอบการนำเสนอ ภาพเคลื่อนไหวเปนเครื่องมือสื่อสารที่

ชวยใหผูที่ไมคุนเคยกับการจำลองสถานการณเขาใจแบบจำลองไดงายขึ้น พอเขาใจมากขึ้นความ
เชื่อถือก็มีมากขึ้น

‚ แสดงคาดัชนีชี้วัดที่ประมวลไดจากแบบจำลองใหกับผูที่คุนเคยระบบจริง เพื่อใหพิจารณาวาคา
เหลานั้นสมเหตุสมผลหรือไม

2. ตรวจสอบความสมเหตุสมผลของการแปลงคาจากขอมูลนำเขาเปนเอาทพุท โดย
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‚ พัฒนาแบบจำลองของระบบปจจุบันที่เปนอยู กอนปรับปรุงหรือเปลี่ยนแปลงระบบ
‚ เก็บคาดัชนีชี้วัดของระบบจริง เชน เวลารอคอยในระบบ หรือเวลารวมในระบบ
‚ เปรียบเทียบคาดัชนีชี้วัดที่ประมวลผลดวยแบบจำลองกับคาที่เก็บไดจริงดวยการทดสอบสมมติฐาน

ทางสถิติ (หัวขอที่ 9.3.1) หรือพิจารณาชวงความเชื่อมั่น (หัวขอที่ 9.3.2) เนนวาใหตรวจสอบเอาท
พุท ไมใชอินพุทที่ใชสรางแบบจำลอง

การตรวจสอบความสมเหตุสมผลเปนสิ่งที่ควรทำและทำไมยาก แตมักถูกละเลย จึงทำใหแบบจำลองมี
ความนาเชื่อถือนอยลง สำหรับผูพัฒนาแบบจำลองเอง หากไดตรวจสอบความสมเหตุสมผลแลว จะทำใหตัว
เองมีความมั่นใจในแบบจำลองของตนมากขึ้น หากตรวจสอบแลวแตไมผาน จะไดยอนไปแกไขแบบจำลองให
สมจริงมากขึ้น หัวขอที่ 9.3.1-9.3.2 นำเสนอดวยตัวอยางที่ 9.1 ดังนี้

ตัวอยางที่ 9.1. ในปจจุบันรานคาทางอินเตอรเน็ตของสาววิศวกรอุตสาหการคนหนึ่งมี เวลาสงมอบเฉลี่ย
16.2 ชั่วโมงสำหรับคำสั่งซื้อที่มาทางเว็บ เจาของรานตองการลดเวลาสงมอบโดยเปลี่ยนแปลงขั้นตอนการ
จัดการคำสั่งซื้อ กอนที่จะพิจารณาแนวทางในการปรับปรุง ผูวิเคราะหตองการตรวจสอบวาแบบจำลองของ
ระบบปจจุบันที่มีสมจริงหรือไม ดวยสองวิธีขางลางนี้

l

หัวขอที่ 9.3.1 อธิบายการทดสอบทางสถิติที่สามารถใชเพื่อตรวจสอบความสมจริงของแบบจำลอง

9.3.1 การทดสอบสมมติฐานทางสถิติ
สำหรับตัวอยางที่ 9.1 พิจารณาสมมติฐานดังตอไปนี้

H0: เวลาสงมอบ = 16.2 ชั่วโมง
H1: เวลาสงมอบ ‰ 16.2 ชั่วโมง

จากการประมวลผล R รอบทำซ้ำ แตละรอบใหคาเฉลี่ยเวลาสงมอบ Y1, Y2, . . . , YR ซึ่งสามารถนำไปคำนวณ
คาเฉลี่ย sY (ดวยสมการที่ 5.7) และสวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน S (ดวยสมการที่ 5.8) ถาเอาทพุทจากแบบจำลอง
มีการแจกแจงใกลเคียงการแจกแจงแบบปกติ สมมติฐานหลัก (H0) จะถูกปฏิเสธหรือยอมรับสมมติฐานรอง
(H1) หากวา

ˇ

ˇsY ´ 16.2
ˇ

ˇ

S{
?

R
ą t1´α{2,R´1

เชน ที่นัยสำคัญ 95% หรือ α “ 0.05 คาสถิติ t0.975,29 “ 2.045

การทดสอบสมมติฐานของคาเฉลี่ยมีขอจำกัดเหมือนการทดสอบสมมติฐานทั่วไป คือขึ้นอยูกับขนาดของ
ขอมูล (R): หาก R สูงพอ สมมติฐานหลักจะถูกปฏิเสธ แตถา R ต่ำ จะ“ยอมรับ” (ไมสามารถปฏิเสธ)
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สมมติฐานหลัก ดังนั้นเมื่อนำผลของการทดสอบสมมติฐานไปใช ควรคำนึงถึงประเด็นเหลานี้ดวย หากขณะ
นี้ยอมรับสมมติฐานหลัก มิไดหมายความวาแบบจำลองเปนสิ่งเดียวกับระบบจริง เพราะถาขนาดตัวอยางใหญ
จะปฏิเสธ H0 ในที่สุด ในทางตรงกันขาม หากขณะนี้ปฏิเสธสมมติฐานหลัก อาจไมปฏิเสธก็ไดหากขนาด
ตัวอยางเล็กกวานี้ คำถามที่ตามมาคือจำนวนรอบทำซ้ำควรเปนเทาใด ควรกำหนด R ใหใหญพอที่จะสามารถ
แยกแยะความแตกตางในดัชนีชี้วัดที่มากกวา ε เมื่อ ε คือความแตกตางที่มีความสำคัญในเชิงปฏิบัติ ดัง
ที่ไดนำเสนอไปแลวในหัวขอที่ 5.3.5 หรืออาจใชโคงปฏิบัติการ (Operating characteristic curve) เพื่อ
กำหนดขนาดตัวอยางที่ควรใชก็ได นอกจากการทดสอบสมมติฐานแลว ผูวิเคราะหอาจพิจารณาชวงความเชื่อ
มั่นประกอบ

นอกเหนือจากการทดสอบสมมติฐานที่ไดนำเสนอไปในหัวขอที่ 9.3.1 ผูวิเคราะหสามารถสรางชวงความ
เชื่อมั่นของคาเฉลี่ยประชากร

9.3.2 การพิจารณาชวงความเชื่อมั่น
สมมติวาตัวอยางที่ 9.1 มีชวงความเชื่อมั่นดังนี้

r16.0, 17.6s ชั่วโมง

เปรียบเทียบกับคาเฉลี่ยของขอมูลจริงที่ 16.2 ชั่วโมง พิจารณาขอบเขตบนและขอบเขตลางของชวงความเชื่อ
มั่น ความผิดพลาดที่มากที่สุดคือ

maxp16.2 ´ 16.0, 17.6 ´ 16.2q “ maxp0.2, 1.4q “ 1.4 ชั่วโมง

หากความผิดพลาดที่มากที่สุดนอยกวาความแตกตางที่มีความสำคัญ (ε) แบบจำลองก็เหมาะสมกับการตัดสิน
ใจที่พิจารณา หากความผิดพลาดที่มากที่สุดมากกวา ε ก็อาจเพิ่มจำนวนรอบทำซ้ำจนกวาจะสรุปไดวาแบบ
จำลองเหมาะสมหรือไมเหมาะสม

ตอเนื่องจากตัวอยางที่ 9.1 สมมติวา ε “ 0.5 ชั่วโมง พิจารณาชวงความเชื่อมั่นสองกรณีดังตอไปนี้

กรณีที่ 1 ชวงความเชื่อมั่นเปน r16.1, 16.5s ความผิดพลาดที่มากที่สุดมีคา 16.5 ´ 16.2 “ 0.3 ă ε หรือ 0.5
ชั่วโมง จึงสรุปวาแบบจำลองเพียงพอตอการนำไปใช

กรณีที่ 2 ชวงความเชื่อมั่นเปน r17.2, 17.6s ความผิดพลาดที่นอยที่สุดมีคา 17.2 ´ 16.2 “ 1 ą ε จึงสรุปวา
แบบจำลองไมเหมาะตอการนำไปใช ควรทบทวนและแกไขขอสมมติที่ใชในการพัฒนาแบบจำลอง



194 การตรวจสอบแบบจำลอง

9.4 บทสงทาย
ผูอานพึงระลึกไววาการตรวจสอบความเหมาะสมของแบบจำลองพิจารณาดัชนีชี้วัดหรือเอาทพุท ไมใชขอมูล
นำเขาที่ใชในการพัฒนาแบบจำลอง นอกจากวิธีที่ไดกลาวมาแลว อาจใชขอมูลเชิงตัวเลขของจริง (แทนการสุม
จากการแจกแจงความนาจะเปน) ในแบบจำลอง เชน เวลาตามนาิกาที่ลูกคาเขารับบริการ เวลาที่ใชในการ
รับบริการ เพื่อดูวาเอาทพุทจากแบบจำลอง (เชน เวลาในระบบของลูกคา) ใกลเคียงกับระบบจริงหรือไม วิธีนี้
ทำไดสะดวกในปจจุบันเพราะมีการบันทึกขอมูลดวยคอมพิวเตอรอยางแพรหลาย ขอแนะนำอีกประการคือถึง
แมผูวิเคราะหจะตรวจสอบแลววาแบบจำลองเหมาะสมกับระบบจริง แตเมื่อเปลี่ยนแปลงสภาวะดำเนินงาน
เพื่อใหไดแบบจำลองของระบบที่นำเสนอ ผูวิเคราะหไมสามารถรับรองวาแบบจำลองนี้จะเปนตัวแทนที่ดีของ
ระบบที่นำเสนอ เพราะยังไมไดทดสอบความเหมาะสมของระบบใหมที่นำเสนอ

แบบฝกหัด
แบบจำลองจำลองการเติมกาซ LPG ลงรถบรรทุก ณ คลังกาซแหงหนึ่ง วัตถุประสงคของการศึกษาคือหา
วิธีลดเวลาที่รถบรรทุกอยูในระบบ แบบจำลองของระบบปจจุบันใหคาเฉลี่ยของเวลาที่รถอยูในคลัง (หนวย:
ชั่วโมง) สำหรับ 6 รอบทำซ้ำ ดังนี้

2.79 1.12 2.24 3.45 3.13 2.38

ฐานขอมูลของคลังระบุวาเวลาเฉลี่ยที่รถกาซอยูที่คลังประมาณ 3.35 ชั่วโมง กำหนดใหความแตกตางที่มีความ
สำคัญ ε “ 1 ชั่วโมง

9.1. ใหใชวิธีทดสอบสมมติฐานเพื่อตรวจสอบวาแบบจำลองนี้เหมาะสำหรับสถานการณคลังกาซนี้หรือไม ที่
นัยสำคัญ 95%

9.2. ใหใชวิธีสรางชวงความเชื่อมั่นเพื่อตรวจสอบวาแบบจำลองนี้เหมาะสำหรับสถานการณคลังกาซนี้หรือไม
ที่นัยสำคัญ 95%

9.3. หากขนาดตัวอยางนอยเกินกวาที่จะสรุปไดวาเหมาะสมหรือไม ใหระบุจำนวนรอบทำซ้ำที่ควรใช
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