
บทที่ 4
การถดถอยพหุและความสัมพันธ

การทํานายตัวแปรตาม Y โดยใชสมการถดถอยเชิงเสนอยางงายที่มีเพียง 2 ตัวแปรนั้นเราไดกลาวถึงแลวในบท

กอน นอกจากนี้เรายังสามารถใชสมการถดถอยเชิงเสนที่มีตัวแปรหลาย ๆ ตัวแปรได ตัวอยางเชน การตอบสนองของ

สัตวทดลองตอยาบางชนิดอาจขึ้นอยูกับปริมาณยา อายุและน้ําหนักของสัตวทดลอง ซึ่งในบทนี้จะกลาวถึงตัวแบบการ

ถดถอยพหุ วิธีการหาสมการถดถอย การประเมินสมการถดถอย และการใชสมการถดถอย และตัวแบบความสัมพันธ

1. ตัวแบบการถดถอยพหุเชิงเสน
ในตัวแบบการถดถอย เราเชื่อวามีความสัมพันธระหวางตัวแปรตาม Y และตัวแปรอิสระ X จํานวน k ตัว คือ X1, 

X2, . . . , Xk  ตัวแปรอิสระนี้อาจเรียกวาตัวแปรอธิบาย (explanatory variables) หรือตัวแปรทํานาย (predictor 

variables) เพราะวาตัวแปร X ถูกใชในการอธิบายความแปรปรวนในตัวแปร Y และใชในการทํานายตัวแปร Y

ขอตกลงเบื้องตน
ขอตกลงเบื้องตนของการวิเคราะหการถดถอยพหุ คือ

1. ตัวแปร Xi ใด ๆ เปนตัวแปรกําหนด (fixed) ไมใชตัวแปรเชิงสุม

2. สําหรับแตละเซตของคา Xi มีประชากรยอยของคา Y ซึ่งมีการแจกแจงแบบปกติ

3. ประชากรยอยของ Y ทุกประชากรมีความแปรปรวนเทากัน

4. คา Y ทุกคา มีความเปนอิสระ หมายความวา คาของ Y ที่วัดไดจากเซตหนึ่งของคา X ไมขึ้นอยู

กับคาของ Y ที่วัดไดจากเซตอื่น ๆ ของคา X

ตัวแบบการถดถอยพหุเชิงเสน
yj   =   0 + 1x1j + 2x2j + . . .  + kxkj + ej

เมื่อ yj คือ คาตัวหนึ่งจากประชากรยอยของคา Y ประชากรหน่ึงเปนตัวแปรตาม

i  , i  =  1, 2, . . . , k    คือสัมประสิทธ์ิการถดถอยบางสวน (partial - regression coeficient)

i แทนคาการเปลี่ยนแปลงของ y สําหรับ xi  เปลี่ยนไป 1 หนวยเมื่อตัวแปร x ตัวอื่น ๆ ทั้งหมดคงที่

x1j, x2j, . . . , xkj  คือ  คาเฉพาะของตัวแปรอิสระ  X1, X2, . . . , Xk

ej คือ ความคลาดเคลื่อนเปนตัวแปรสุมที่มีคาเฉลี่ยเทากับ 0 และความแปรปรวนเทากับ  2

ตัวแบบการถดถอยพหุเชิงเสน ที่ประกอบดวยตัวแปรตาม 1 ตัว และตัวแปรอิสระ 2 ตัวคือ

yj   = 0 + 1x1j + 2x2j + ej

เมื่อ 0  คือจุดที่ระนาบตัดแกน Y

1  คือคาการเปลี่ยนแปลงของ Y สําหรับ X1  เปลี่ยนไป 1 หนวย เมื่อ X2 คงที่

2  คือคาการเปลี่ยนแปลงของ Y สําหรับ X2  ที่เปลี่ยนไป 1 หนวย เมื่อ X1 คงที่



ตัวแบบนี้แสดงไดดวยระนาบในภาพ 3 มิติตอไปนี้

ภาพ 1  ระนาบการถดถอยพหุและการกระจายของจุด

สวนเบี่ยงเบนของจุด ๆ หนึ่งจากระนาบของการถดถอยพหุเชิงเสนที่มีตัวแปรอิสระ 2 ตัว คือ

ej  =   yj  0  1x1j  2x2j

2. การหาสมการถดถอยพหุ
การประมาณคาพารามิเตอร  0 , 1 , . . . , k ของตัวแบบใหไดตัวประมาณคาที่ไมเอนเอียงโดยใชวิธีกําลัง

สองนอยที่สุด คือใหคาผลบวกกําลังสองของสวนเบี่ยงเบนของคาสังเกต Y จากคา Y ที่คํานวณไดจากสมการถดถอยมีคา

นอยที่สุด คือ

e j
2    =     (yj  0  1xj  . . .  kxkj)

2

หรือ

  e j
2    =    y yj  

2

สมการปกต ิ (The Normal Equations)

nb0 + b1x1j + b2x2j + . . . + bkxkj     =  yj

b0x1j + b1 x j1
2 + b2x1jx2j + . . . + bkx1jxkj  =  x1jyj

b0x2j + b1x2jx1j + b2 x j2
2 + . . . + bkx2jxkj  =  x2jyj

.

Y

Regression plane

X2 X1



.

.
b0xkj + b1xkjx1j + b2xkjx2j + . . .  + bk xkj

2 =  xkjyj

ให b0, b1, b2, . . . , bk  เปนคาประมาณของพารามิเตอร 0, 1, 2, . . . k สามารถคํานวณหาไดโดยแก

สมการปกติขางตนซึ่งยุงยากมาก แตสามารถลดรูปใหงายขึ้นโดยการทรานสฟอรม (transforming) แตละคาใหเปนสวน

เบี่ยงเบนจากคาเฉลี่ยของตัวมันเอง ตัวอยางเชน สมการถดถอยพหุที่มีตัวแปรอิสระ 2 ตัว เราตองการประมาณ

คาพารามิเตอร  0, 1, 2  โดยใชวิธีกําลังสองนอยที่สดุ เซทของสมการปกติคือ

nb0 + b1x1j + b2x2j =  yj

b0x1j + b1 x j1
2 + b2x1jx2j   =   x1jyj

b0x2j + b1x1jx2j + b2 x j2
2   =  x2jyj

การทรานสฟอรม

y j   =   y yj 

x j1   =   x xj1 1

x j2   =   x xj2 2

จะไดสมการถดถอยที่มีการทรานสฟอรมแลว คือ

         y b b x b xj j j    0 1 1 2 2

เมื่อ   b b0 1, ,   และ  b2   คือ สัมประสิทธิ์ของตัวแปรที่ทรานสฟอรมแลว ซึ่งสามารถเขียนสมการถดถอยไดอีกอยาง

หนึ่งคือ

y y
j
 =          b b x x b x xj j0 1 1 1 2 2 2

      y j = y b b x b x b x b xj j         0 1 1 1 1 2 2 2 2

y j =          b y b x b x b x b xj j0 1 1 2 2 1 1 2 2

เมื่อเทียบใหเทากับสมการถดถอยอยางงาย

y j = b0 + b1x1j + b2x2j

จะไดวา

     b1 = b1

     b2 = b2

     b0 =      b y b x b x0 1 1 2 2

=    b y b x b x0 1 1 2 2

เซทของสมการปกติสําหรับสมการถดถอยที่มีการทรานสฟอรมแลว คือ

nb b x b xj j      0 1 1 2 2 =     y j

        b x b x b x xj j j j0 1 1 1
2

2 1 2 =      x yj j1



        b x b x x b xj j j j0 2 1 1 2 2 2
2 =       x yj j2

จากคุณสมบัต ิ  x xi    =   0    จะไดวา

   nb b b    0 1 20 0 =     0

             b b x x b x x x xj j j0 1 1 1
2

2 1 1 2 20   =      x x y yj j1 1 

             b b x x x x b x xj j j0 1 1 1 2 2 2 2 2
2

0 =   x x y yj j2 2 

โดยที่  b0   =  0     ดังนั้น

b0 = y b x b x 1 1 2 2

แทนคา   b1 , b2   ดวย  b1, b2  ตามลําดับในสมการปกตสิําหรับสมการถดถอยที่มีการทรานสฟอรมแลว

   jxjxbjxb 212
2

11     =   jyjx1

   2
22211 jxbjxjxb     =   jyjx 2

แลวแกสมการปกติหาคา  b1  และ b2

หรือใชสูตร b1 =   
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ตัวอยางที่ 1 Kalow and Tang ศึกษาความแปรปรวนของไซโตโครม P  450IA2 แอคติวิตี โดยวัดคาเฉลี่ยของ

คาเฟอีนจากประชากรที่เปนอาสาสมัครที่มีสุขภาพดี วัตถุประสงคเพื่อศึกษาเปรียบเทียบระหวาง  ผูสูบบุหรี่กับผูไมสูบบุหรี่

หนวยทดลองคืออาสาสมัคร 19 คน เก็บขอมูล 3 อยางคือ (1) P  450IA2 index (IA2Index) (2) จํานวนบุหรี่ที่สูบตอวัน

(บุหรี่ / วัน) และ (3) urinary cotinine level (cot) ไดขอมูลดังตาราง ตองการหาสมการถดถอยพหขุองตัวอยาง

ตารางที่ 4.1 จํานวนบุหรี่ที่สูบตอวัน ระดับ Urine Cotinine และ P  450IA2  index ของอาสา

สมัคร 19 คน

x1 x2 y
Cig / Day Cot IA2 Index

1 .0000 4.1648
1 .0000 3.7314
1 .0000 5.7481
1 .0000 4.4370
1 .0000 6.4687
3 .0000 3.8923
8 10.5950 5.2952
8 4.6154 4.6031
8 27.1902 5.8112
8 5.5319 3.6890
8 2.7778 3.3722
10 19.7856 8.0213
10 22.8045 10.8367



15 .0000 4.1148
15 14.5193 5.5429
15 36.7113 11.3531
20 21.2267 7.5637
20 21.1273 7.2158
24 63.2125 13.5000

แหลงที่มา : Werner Kalow.  



วิธีทํา
1. คํานวณผลบวกกําลังสองและผลคูณของ  y xj j, 1   และ  x j2   ดังตอไปนี้

x1j x2j yj

Cig/Day Cot IA2Index x j1
2 x j2

2 y j
2 x1jx2j x1jyj x2jyj

1 .0000 4.1648 1 .00 17.346 .00 4.165 .000
1 .0000 3.7314 1 .00 13.923 .00 3.731 .000
1 .0000 5.7484 1 .00 33.044 .00 5.748 .000
1 .0000 4.4370 1 .00 19.687 .00 4.437 .000
1 .0000 6.4687 1 .00 41.844 .00 6.469 .000
3 .0000 3.8923 9 .00 15.150 .00 11.677 .000
8 10.5950 5.2952 64 112.26 28.039 84.76 42.361 56.103
8 4.6154 4.6031 64 21.30 21.189 36.92 36.825 21.245
8 27.1902 5.8112 64 739.31 33.770 217.52 46.489 158.007
8 5.5319 3.6890 64 30.60 13.609 44.26 29.512 20.408
8 2.7778 3.3722 64 7.72 11.372 22.22 26.978 9.367
10 19.7856 8.0213 100 391.47 64.341 197.86 80.213 158.705
10 22.8045 10.8367 100 520.05 117.435 228.05 108.367 247.126
15 .0000 4.1148 225 .00 16.931 .00 61.721 .000
15 14.5193 5.5429 225 210.81 30.724 217.79 83.144 80.479
15 36.7113 11.3531 225 1347.72 128.892 550.67 170.296 416.785
20 21.2267 7.5637 400 450.57 57.210 424.53 151.275 160.554
20 21.1273 7.2157 400 446.36 52.067 422.55 144.315 152.449
24 63.2125 13.5000 576 3995.82 182.250 1517.10 324.000 853.369

ผลรวม 177 250.098 119.362 2585 8273.98 898.822 3964.22 1341.72 2334.60
คาเฉลี่ย 9.3158 13.1630 6.2822

2. การทรานสฟอรม

   yjyjy       ,      11 xjx1jx     ,  22 xjx2jx 

3. ใชขอมูลในตารางคํานวณคาตาง ๆ ตอไปนี้
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= 2334.60-
  

19
362119098250 ..

= 763.43171

4. ทําใหไดสมการปกติ

           b1  21jx +   b2   jxjx 21               =     jyjx1

            b1   jx1jx 2 + b2 22 jx             =     jj yx2

5. แทนคาในสมการปกติ

             936.105263 b1 + 1634.35968 b2   =   229.76874

  1634.35968 b1 + 4981.92686 b2   =   763.43171



6. แกสมการปกติเพื่อหาคา  b1 ,  b2   และ b0   หรือใชสูตรดังนี้

b1 =   

 









2
21

2
2

2
1

2211
2

2

jxjxjxjx

jyjxjxjxjyjxjx

=
   

    2359681634926864981105263936
431776335968163476874229926864981

...

....




=  0.05171
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= 0.170204

และจากสูตร         b0  = 2211 xbxby 

จะได b0 = 6.2822  (0.05171)(9.3158)  (0.170204)(13.1630)

= 4.5235

7. ไดสมการถดถอยพหุของตัวอยางคือ

= 4.5235   0.05171x1j + 0.170204x2j

8. การแปลความหมาย  

b1   =   0.05171  หมายความวา IA2Index จะลดลง 0.05171 หนวย  ตอจํานวนบุหรี่ท่ีสูบเพิ่มขึ้น 1 มวน  

สําหรับผูที่มีระดับ  cot  ระดับเดียวกัน

b2 = 0.170204  หมายความวา  IA2Index  จะเพิ่มขึ้น  0.170204  หนวย ตอระดับ  cot  ที่เพิ่มขึ้น  1  

หนวย  สําหรับผูที่สูบบุหรี่ตอวันจาํนวนมวนเทากัน



3. สัมประสิทธิ์การถดถอยมาตรฐาน  (Standardized regression coefficiont)
เราสนใจจัดลําดับความสําคัญของตัวแปรอิสระที่สามารถทํานายตัวแปรตาม  y  แตทําไดยากเพราะตัวแปร

อิสระแตละตัวมีหนวยแตกตางกัน โดยเฉพาะในตัวแบบการถดถอยพหุ สัมประสิทธิ์การถดถอย  b  ใชประมาณการ

เปลี่ยนแปลงของ  y เมื่อ  x  เปลี่ยนไป  1  หนวย  ขณะที่ตัวแปรตัวอื่น ๆ ทั้งหมดในตัวแบบคงที ่ ถา  x  เพิ่มขึ้น 1  สวน

เบี่ยงเบนมาตรฐานหนวยคือ x + sx  แลว  y  จะเพิ่มขึ้น  b   sx หนวยหรือ   สวนเบี่ยงเบนมาตรฐานหนวยของ  y  (sy)  

สัมประสิทธิ์การถดถอยมาตรฐาน  (bs)  คิดไดจาก b    ใชทํานายการเพิ่มขึ้นของ  y  เมื่อ x  เพิ่มขึ้น 1  สวน

เบี่ยงเบนมาตรฐาน

ดังนั้นสัมประสิทธิ์การถดถอยมาตรฐานสามารถใชเปรียบเทียบระหวางตัวแปรอิสระหลายตัวไดเพราะมันแสดง

การเพิ่มขึ้นเปนสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของ  y  เมื่อ  x  เพิ่มขึ้น 1  สวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน จึงทําใหเห็นความแตกตางของ

ตัวแปรอิสระแตละตัวที่วัดดวยมาตรฐานเดียวกัน

ตัวอยางที่ 2  การคํานวณสัมประสิทธิ์การถดถอยมาตรฐานสําหรับจํานวนบุหรี่ที่สูบตอวัน (x1) และระดับ cot (x2) โดยใช

ขอมูลจากตัวอยางท่ี 1

วิธีทํา
1. หาคาประมาณของความแปรปรวนของ y, x1 และ x2
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ดังนั้นจึงไดสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของ y, x1 และ x2  ดังนี้

sy =  2.87          
1xs =  7.21

2xs =  16.64

2. คํานวณหาสัมประสิทธิ์การถดถอยมาตรฐาน

         bs(x1) =
87.2

21.705171.0 

=   0.1299

         bs (x2) =  
872

64161702040
.

.. 

=  0.9868

3. การแปลความหมาย  

IA2Index คาดวาจะลดลง  0.1299  หนวยสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของ IA2Index  ตอการเพิ่มขึ้น 1 สวน

เบี่ยงเบนมาตรฐานของจํานวนบุหรี่ที่สูบตอวัน  เมื่อระดับ cot คงที่ และ IA2Index คาดวาจะเพิ่มขึ้น  0.9868 สวน

เบี่ยงเบนมาตรฐานของ IA2Index ตอการเพิ่มขึ้น  1  สวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของระดับ  cot  เมื่อจํานวนบุหร่ีที่สูบตอวัน

คงที ่ แสดงวาระดับ  cot  เปนตัวแปรที่มีความสําคัญมากกวา

4. การประเมินสมการถดถอยพหุของตัวอยาง
กอนที่จะใชสมการถดถอยพหใุนการทํานายและประมาณคา Y นั้นตองประเมินสมการถดถอยพหุ เพื่อพิจารณา

วาสมการอธิบายความสัมพันธระหวางตัวแปรตามและตัวแปรอิสระไดดีเพียงใด สําหรับการประเมินสมการถดถอยอยาง

งายที่กลาวมาแลว เราจะพิจารณาจาก R2 (coefficient of determination) และคาประมาณของความชัน แตสําหรับการ

ประเมินสมการถดถอยพหุ เราจะเนนที่ R2 (coefficient of multiple determination) และ สัมประสิทธิ์การถดถอยบางสวน

(partial regression coefficients)

การคํานวณ R2 อาศัยหลักการเกี่ยวกับความแปรปรวนทั้งหมดของคา Y สามารถแบงออกไดเปน 2 สวน คือ สวน

ที่อธิบายได ซึ่งวัดไดจากความแปรปรวนที่อธิบายไดโดยสมการถดถอย และสวนที่อธิบายไมได ซึ่งอธิบายไมไดโดยสมการ

ถดถอย ความแปรปรวนทั้งหมดคือ ผลบวกกําลังสองของสวนเบี่ยงเบนของคาสังเกต Y แตละคาจากคาเฉลี่ยของคา

สังเกต เทากับ    หรือ SST ความแปรปรวนสวนที่อธิบายได คือ ผลบวกกําลังสองของสวนเบี่ยงเบนของคา y ที่คํานวณได

จากสมการถดถอย   เบี่ยงเบนจากคาเฉลี่ยของคาสังเกต เทากับ  y y
2   เรียกวาผลบวกกําลังสองของการถดถอย

หรือ SSR ความ    แปรปรวนสวนที่อธิบายไมได คือ ผลบวกกําลังสองของสวนเบี่ยงเบนของคาสังเกตจากคาที่คํานวณได

เทากับ  y yj  
2
หรือ SSE  เราสามารถสรุปความสัมพันธของผลบวกกําลังสองทั้ง 3 เทอมไดดังนี้

 y yj 
2

  =     y y y yj  
2 2

เขียนไดอีกแบบหนึ่งคือ                   SST   =    SSR + SSE



สูตรการคํานวณของผลบวกกําลังสองคือ

SST =    2yjy   =    
 

 
n

y
y j

j

2

2

SSR =  2  yŷ

= b1  jj yx1 + b2  jj yx2 +…+ bk  jkj yx

SSE = SST  SSR

การคํานวณ  
kyR

...12

2



               
kyR

...12

2


=

 
 






2
2

yjy

yŷ

เมื่อ ตัวหอย  y.12…k  หมายความวา ในการวิเคราะหการถดถอยให Y เปนตัวแปรตาม  และตัวแปร X จาก

         X1 ถึง Xk เปนตัวแปรอิสระ

kyR
...12

2


       แสดงสัดสวนของความแปรปรวนทั้งหมดในคาสังเกต Y ที่อธิบายไดดวยการถดถอยของ Y บน X1, 

X2, . . . , Xk

ตัวอยางที่ 3    การคํานวณหา    จากขอมูลตัวอยางท่ี 1

วิธีทํา

SST = 898.822   
19

)362.119( 2

  

=    148.9648

SSR= (0.05171)(229.76874) + (0.170204)(763.43171)  

=   118.0578

SSE= 148.9648  118.0578   

=    30.907

12

2

yR   =    
9648148
0578118
.

.
   

=   0.7925

การแปลความหมายคือ 79.25 เปอรเซนตของความแปรปรวนทั้งหมดในคา Y อธิบายไดดวยระนาบของการ

ถดถอย หรือโดยความสัมพันธเชิงเสนกับ X1 และ X2



5. การทดสอบสมมติฐานของการถดถอย
เพื่อทดสอบการถดถอย  วามีนัยสําคัญหรือไม ดําเนินตามขั้นตอนดังนี้

1. ขอมูล เหมาะสมที่จะใชการวิเคราะหการถดถอย

2. ขอตกลงเบื้องตนของการวิเคราะหการถดถอยเปนจริง

3. สมมติฐานทางสถิติที่ตองการทดสอบ คือ

H0 :  1 = 2 = . . . = k = 0  VS  H1 : i  0    อยางนอย 1 ตัว

4. สถิติทดสอบ คือ อัตราสวนของความแปรปรวน F0 เทากับ
MSR

MSE
คํานวณเหมือนการวิเคราะหความ

แปรปรวนในตาราง  

ตาราง 4.3   การวิเคราะหความแปรปรวนสําหรับการถดถอยพหุ

Source of Variation Sum of 

Square

Degree of 

Freedom

Mean Square F0

Regression SSR k     MSR  =  
k

SSR MSR

MSE

Error SSE n  k 1     MSE  =  
1 kn

SSE

Total SST n  1

5. การแจกแจงของสถิติทดสอบ เมื่อ H0 เปนจริง และเปนไปตามขอตกลงเบื้องตนของการวิเคราะหการ

ถดถอย สถิติทดสอบจะมีการแจกแจงแบบ F ที่มีจํานวนชั้นอิสระ k และ n  k  1

6. กฎการตัดสินใจ คือ ถาคาสถิติ F0 ที่คํานวณได มากกวาหรือเทากับคาวิกฤติ F,k,n-k-1 จะตัดสินใจปฏิเสธ H0

7. คํานวณสถิติทดสอบ สรุปในตารางการวิเคราะหความแปรปรวน

8. ตัดสินใจปฏิเสธหรือยอมรับ H0

9. สรุปผล ถาปฏิเสธ H0 สรุปวาในประชากรที่สุมตัวอยางมา ตัวแปรตามมีความสัมพันธเชิงเสนกับตัวแปร

อิสระทุกตัว ถายอมรับ H0 สรุปวาไมมีความสัมพันธเชิงเสนระหวางตัวแปรตามและตัวแปรอิสระทุกตัว

ตัวอยาง ที่ 4  อาศัยขอมูลจากตัวอยางที่ 1 ตองการทดสอบสมมติฐานทางสถิติเกี่ยวกับไมมีความสัมพันธเชิงเสนระหวาง

ตัวแปรทั้ง 3 ตัว คือ   P  450IA2 index จํานวนบุหรี่ที่สูบตอวัน  และระดับ urinary cotinine

วิธีทํา
1. ขอมูลอาศัยขอมูลจากตัวอยางที่ 1

2. ขอตกลงเบื้องตนของการวิเคราะหการถดถอยเปนจริง

3. สมมติฐานทางสถิติที่ตองการทดสอบคือ

H0 : 1 = 2 = 0      VS       H1 : i  0        อยางนอย 1 คา



ตาราง 4.4   วิเคราะหความแปรปรวนสําหรับการถดถอยพหุของตัวอยางที่ 1

Source of Variation Sum of

Square

Degree of 

Freedom

Mean 

Saquare

F0

Regression 118.0578 2 59.0289 30.55

Error 30.907 16 1.9317

Total 148.9648 18

4. สถิติทดสอบที่ใชทดสอบสมมติฐานทางสถิติ คือ อัตราสวนของความแปรปรวน  (F0)

5. การแจกแจงของสถิติทดสอบ  ถา H0 เปนจริง และเปนไปตามขอตกลงเบื้องตนของการวิเคราะหการถดถอย

สถิติทดสอบจะมีการแจกแจงแบบ F ที่มีจํานวนชั้นอิสระ 2 และ 16

6. กฎการตัดสินใจ ที่ระดับนัยสําคัญ = .01  ตัดสินใจปฏิเสธ H0 ถา F0 ที่คํานวณไดมากกวาหรือเทากับคา

วิกฤติที่เปดจากตาราง F.01,2,16 เทากับ 6.23

7. คํานวณสถิติทดสอบ จากตารางวิเคราะหความแปรปรวน  สถิติทดสอบที่คํานวณไดเทากับ 30.55

8. การตัดสินใจทางสถิติ เนื่องจาก F0 ที่คํานวณไดมากกวาคาวิกฤติ F ที่เปดจากตารางจึงตัดสินใจปฏิเสธ H0

9. สรุปผลการทดสอบในประชากรที่ตัวอยางถูกสุมมา มีความสัมพันธเชิงเสนระหวาง

ตัวแปรทั้ง 3 ตัว

6. การประมาณคาความคลาดเคลื่อนของการถดถอย ()
คาประมาณของ   คิดไดจาก

 =
 

e

n k

j
j

n 2

1

1



 
=      

 
 

y x x

n k

j j k kj
j

n
   

 


    0 1 1

2

1

1



หรือเขียนเปนสัญลักษณ

         SSE (X1, . . . ,Xk) =        y x xj j k kj
j

n
   



    0 1 1

2

1


=      e j
j

n 2

1


เมื่อ  SSE คือ sum of squared errors ของการประมาณการถดถอยของ Y บน X1, . . ., Xk

และ MSE (X1, . . . ,Xk) =      
 
 

SSE X X

n k
k1

1

, ,

 

เมื่อ MSE คือ mean squared error ของการประมาณการถดถอยของ Y บน X1, . . ., Xk



ดังนั้นคาประมาณของ    คือ

   2 = MSE   =     SSE

n k  1

    ̂   = MSE

และคาประมาณของความแปรปรวนของ Y คือ

            y
2 = 

 y

n

j Y
j

n






2

1

1
  

7. การใชเมตริกในการประมาณพารามิเตอร

การใชเมตริกในการประมาณพารามิเตอร  0, 1, . . . , k  โดยวิธีกําลังสองนอยที่สุดเพื่อใหไดคาประมาณ  
 ,  , ,   0 1  k   หาไดจากการแกสมการเมตริกของ     ไดสมการปกติคือ

     X X X yT T         

เมื่อ y คือเวคเตอรขนาด n  1

X คือเมตริกรขนาด n  (k + 1)
 คือเวคเตอรขนาด  (k + 1)  1

y =

y

y

yn

1

2





















    X    =     
             

              

1

1

1

1

11 12 1

21 22 2

1 2

1 2

x x x

x x x

x x x

x x x

k

k

i i ik

n n nk





    



    





























          =    

















0

1




i

k





























คาประมาณ    หาไดจาก
 =   (XTX)-1XTy

การประมาณฟงกชันการถดถอย  Y(X1, . . .,Xk)  คือ

               Y (X1, . . . ,Xk) =          0 1 1  x xk k

การทํานายคา Y จากขอมูลที่สุมมาจากประชากร โดยที ่ X1  =  x1, . . ., Xk  =  xk  คือ

                 Y (x1, . . ., xk) =          0 1 1  x xk k



ตัวอยางที่ 5  การคํานวณหา     โดยใชเมตริกซ จากขอมูลตัวอยาง (Franklin A.Graybill และ Hariharan K.Iyer ใน

หนังสือ Regression Analysis)

ตาราง 4.5  ขอมูลตัวแปรตาม Y และตัวแปร X จํานวน 3 ตัว

Y X1 X2 X3

6 3 9 16

9 6 13 13

12 4 3 17

5 8 2 10

13 3 4 9

2 2 4 7

วิธีทํา

y  =   

6

9

12

5

13

2



























X  =   

1 3 9 16

1 6 13 13

1 4 3 17

1 8 2 10

1 3 4 9

1 2 4 7
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XT =   

1 1 1 1 1 1

3 6 4 8 3 2

9 13 3 2 4 4

16 13 17 10 9 7

           
        
      



















   ;  XTX  =   

      6 26 35 72

26 138 153 315

35 153 295 448

72 315 448 944



















  ; XTy  =   

47

203

277

598



















   =  (XTX)-1XTY

=

   

   

   

   

  

2 59578 015375 0 01962 013737

015375 0 03965 0 00014 0 00144

0 01962 0 00014 0 01234 0 00431

013737 0 00144 0 00431 0 01406

47

203

277

598

. . . .

. . . .

. . . .

. . . .

  
  
  
  





































=

   

   

3 20975

0 07573

011162

0 46691

.

.

.

.






















จะไดคาประมาณของสัมประสิทธิ์การถดถอยดังนี้
0   =  3.20975     1   =    0.07573 2   =   0.11162        3   =  0.46691



การประมาณฟงกชันการถดถอย คือ

Y (x1, x2, x3)  =   3.20975  0.07573 x1  0.11162 x2 + 0.46691 x3

การทํานายคา Y จากขอมูลที่สุมมาจากประชากรไดที่ X1 = x1 , X2 = x2 , X3 = x3  คือ
Y (x1, x2, x3)   =   Y (x1, x2, x3)   =   3.20975  0.07573 x1  0.11162 x2 + 0.46691 x3     

7.1 การคํานวณความคลาดเคลื่อนของการถดถอย
ถาเขียนความคลาดเคลื่อนในรูปของเวคเตอรดังน้ี

e   = 







e

e

en

1

2





















เวคเตอรของความคลาดเคลื่อน คือ

  e     =    ̂Xy 

7.1.1  การคํานวณหาผลบวกกําลังสองของความคลาดเคลื่อนหรือ  SSE
ผลบวกกําลังสองของความคลาดเคลื่อนคํานวณไดจาก

SSE =  e eT

SSE =    y X y X
T

   

SSE = y y X yT T T 

SSE =   TTT XXXXy
1

1


 y

            
2 = MSE    =     SSE

n k  1

   = MSE

7.1.2  การหาความคลาดเคลื่อนมาตรฐานจากเมตริก C
เนื่องจาก     C = (XTX)-1

เมื่อ cij  คือ สมาชิกที่ (i, j)  ของเมตริกซ C

ความคลาดเคลื่อนมาตรฐานของพารามิเตอรแตละตัวคํานวณไดจากสูตร

   se  î =  iiĉ        ;    i = 1 , . . . ,  (k + 1)



ดังนั้นความคลาดเคลื่อนมาตรฐานของพารามิเตอรแตละตัวคือ

se (b0) =      c00

se (b1) =      c11

se (b2) =     22ĉ

ความคลาดเคลื่อนของฟงกชันการถดถอย คือ

              se   kx,...,xŶ 1 =     CxTx̂

ความคลาดเคลื่อนของการทํานายคา Y จากขอมูลที่สุมมาจากประชากรโดยที่ X1 = x1 , . . . , Xk = xk คือ

              se   kx,...,xŶ 1 =     xCTx1ˆ 

=        21
2

kx,...,xŶseˆ 

ตัวอยางที่ 6  การคํานวณหาความคลาดเลื่อนมาตรฐานของพารามิเตอรแตละตัว เมื่อ   2    =  37.612

วิธีทํา
          = 37 612.     

=      6.1329

     se (b0) = 61329 2 59578. .

= 9.881

     se (b1) = 61329 0 03965. .

= 1.221

     se (b2) = 61329 0 01234. .

= 0.681

     se (b3) = 61329 0 01406. .

= 0.727

8. การทดสอบแบบ F บางสวน  (Partial F - Test)
การทดสอบแบบ F บางสวนใชในการตัดสินวาจะเพิ่มหรือตัดตัวแปร Xi ในตัวแบบการ  ถดถอย ซึ่งมีจํานวนชั้น

อิสระ 1,(n - k - 1)  เพื่อทดสอบสมมติฐาน  H0 : i = 0  VS  HA : i  0  ซึ่งเทากับสถิติ t2 จํานวนชั้นอิสระ  =  (n  k 
1)

สถิติทดสอบ F บางสวนคือ

F (X1 | X2X3) =
 
 321

321

,,

X

XXXMSE

XXSSR



F (X2 | X3X1) =
 
 321

312

,,

X

XXXMSE

XXSSR

F (X3 | X1X2) =
 
 321

213

,,

X

XXXMSE

XXSSR

สถิติทดสอบ t คือ

   t =     
 
b

se b
i

i

ตัวอยางที่ 7   การทดสอบสมมติฐาน  HO  :   i  =  0  ดวยสถิติทดสอบ  t โดยใชขอมูลจากตัวอยางที ่ 1

วิธีทํา
เนื่องจาก 2 = 1.9317

ดังนั้น  = 19317.

= 1.3898

และจากเมตริก c ไดวา c11 = 0.0025

c22 = 0.0004698

ดังนั้นความคลาดเคลื่อนมาตรฐานของพารามิเตอรแตละตัว คือ

se (b1) = 1.3898 0 0025.

= 0.0695

se (b2) = 1.3898 0 0004698.

= 0.0301

1. สมมติฐานทางสถิติที่ตองการทดสอบคือ

H0   :   1 = 0    VS       H1   :   1  0

ที่ระดับนัยสําคัญ    =  .05

คํานวณคาสถิติ

t   =  
 1
1
bse

b

      =  
0695

05170
.

.

      =  0.7439

สําหรับการทดสอบแบบสองทางเปดตารางหาคาวิกฤติ   =  t.025,(19-2-1) = t.025,16  =  2.1199

เขตวิกฤติคือ  |t|    t.025,16  เนื่องจาก | t | ที่คํานวณไดนอยกวา 2.1199 จึงตัดสินใจยอมรับ  H0



สรุปวาตัวแปรจํานวนบุหรี่ตอวัน กับตัวแปรตาม IA2Index มีความสัมพันธเชิงเสนอยางไมมีนัยสําคัญ นั่นคือไม

สามารถใชตัวแปรจํานวนบุหรี่ตอวันในการทํานายตัวแปรตาม IA2Index

2. สมมติฐานทางสถิติที่ตองการทดสอบคือ

H0   :   2 = 0  VS          HA   :   2  0

ที่ระดับนัยสําคัญ      =  .05

คํานวณคาสถิติทดสอบ       t   =   2

2

bse

b

   

           =  0 1702

0301

.
.

  

           =   5.6545

สําหรับการทดสอบแบบสองทางเปดตารางหาคาวิกฤติ t.025,16  =  2.1199 เขตวิกฤติคือ | t |  t.025,16 เนื่องจากคา | t | ที่

คํานวณไดมากกวา 2.1199 จึงตัดสินใจปฏิเสธ H0

สรุปวามีความสัมพันธเชิงเสนระหวาง urinary cotinine level กับ IA2Index นั่นคือ สามารถใชตัวแปร urinary 

cotinine level ในการทํานายตัวแปรตาม IA2Index 

    

9. การประมาณชวงความเชื่อม่ันของพารามิเตอรสําหรับการถดถอยพหุ
100 (1 - ) %  ชวงความเชื่อมั่นของ  i  คํานวณไดจากสูตร

)(
1,

i
kn

z

i bsetb


 

ตัวอยางที่ 8 การประมาณชวงความเชื่อมั่นของ 1 และ 2 ของฟงกชันการถดถอยสําหรับตัวอยางที่ 1

วิธีทํา
)( 1

12,
2

1 bsetb
n 

  = ( 0.0517  t.025,16 (0.0695))

= ( 0.0517  2.12 (0.0695))

= ( 0.2001 , 0.0967)

)( 2
12,

2

2 bsetb
n 

  = (0.170  2.12 (.0310))

= (0.1064  ,  0.2336)



10. สัมประสิทธิสหสัมพันธพหุคูณ  (The Multiple Correlation coefficient)
ขั้นแรกของการวิเคราะหความสัมพันธระหวางตัวแปร เราดูที่สัมประสิทธิสหสัมพันธพหุคูณ สัมประสิทธิ

สหสัมพันธพหุคูณ คือ รากที่สองของ R2

Ry.12…k =    R y k. ...12
2    =    

 
 
y y

y yi





2

2

Ry.12   คือการวัดความสัมพันธระหวางตัวแปร เราสามารถใช Ry.12  ประมาณ y.12  ซึ่งเปน            สัมประสิทธิ

สหสัมพันธพหุคูณของประชากร และยังสามารถใชแทนสัมประสิทธิสหสัมพันธ   อยางงายระหวาง yj และ  y   (คาสังเกต

และคาคํานวณของตัวแปรตาม)

11. สหสัมพันธบางสวน  (Partial Correlation)
สหสัมพันธบางสวนคือคาความสัมพันธระหวาง 2 ตัวแปร เมื่อตัวแปรอื่น ๆ ที่เหลือคงที่ ตัวอยางเชน ry1.2  คือคา

ความสัมพันธระหวาง Y และ X1 เมื่อให X2 คงที่

11.1  การคํานวณหาสัมประสิทธิสหสัมพันธบางสวน (partial correlation coefficient)
กรณีของการหาสัมประสิทธิสหสัมพันธบางสวนของตัวแปร 3 ตัว สามารถหาสัมประสิทธิสห-สัมพันธบางสวน 3 

ตัวคือ

1. สหสัมพันธบางสวนระหวาง Y และ X1 เมื่อให X2 คงที่

   ry1.2 =
 
   

r r r

r r

y y

y

1 2 12

2
2

12
21 1



 

2. สหสัมพันธบางสวนระหวาง Y และ X2 เมื่อให X1 คงที่

    ry2.1 =
 
   

r r r

r r

y y

y

2 1 12

1
2

12
21 1



 

3. สหสัมพันธบางสวนระหวาง X1 และ X2 เมื่อให Y คงที่

    r12.y =
 
   

r r r

r r

y y

y y

12 1 2

1
2

2
21 1



 

เมื่อ ry1 คือ สหสัมพันธอยางงายระหวาง Y และ X1

ry2 คือ สหสัมพันธอยางงายระหวาง Y และ X2

r12 คือ สหสัมพันธอยางงายระหวาง X1 และ X2



สูตรการคํานวณ

    ry1 =
 

 

x y

x y

j j

j j

1

1
2 2

   ry2 =
 

 

x y

x y

j j

j j

2

2
2 2

   r12 =
 

 

x x

x x

j j

j j

1 2

1
2

2
2

ตัวอยางที่ 9    การศึกษาเกี่ยวกับนิโคติน หนวยทดลองคือผูชายที่สุขภาพดีอายุ 24 ถึง 48 ป ที่สูบบุหรี่ประจําจํานวน 9 

คน เก็บขอมูล 3 อยาง คือ (1) puffs per cigarette  (2) total particulate matter per cigarette  (3) nicotine intake per 

cigarette ผูวิจัยตองการวิเคราะหหาความสัมพันธระหวาง 3 ตัวแปรนี้

ตาราง 4.6  ขอมูลผูสูบบุหรี่ 9 คน

X1 X2 Y

7.5 21.9 1.38

9.0 46.4 1.78

8.5 24.0 1.68

10.0 28.8 2.12

14.5 43.8 3.26

11.0 48.1 2.98

9.0 50.8 2.56

12.0 47.8 3.47

14.0 49.1 3.22

แหลงที่มา : Neal L.Benowitz, Peyton Jacob III, Charles Denaro, and Roger Jenkins, “Stable Isotope Studies 

of Nicotine Kinetics and Bioavailability,” Clinical Phamacology & Therapeutics, 49 (1991) , 270-277.

กําหนดให X1 คือ puffsper cigarette

X2 คือ total particulate matter (mg / cigarette)

Y คือ nicotine intake / cigarette (mg)



วิธีทํา
x1j = 95.50 x2j =    360.70 yj =    22.45

x j1
2 = 1061.75 x j2

2 =    15546.3 y j
2 =    60.8605

           x1j x2j = 3956.25 x1j yj =     251.66 x2jyj =     954.332

1. การทรานสฟอรม

    y j =  y yj     x j1 =    x xj1 1      x j2 =    x xj2 2

2. คํานวณคาตาง ๆ ตอไปนี้

 x j1
2 = 1061.75   955

9

2
.

  =  48.38889

 x j2
2 = 15546.3   360 7

9

2
.

  =   1090.24556

 y j
2 = 60.8605   22 45

9

2
.

   =    4.86022

                      x xj j1 2 = 3956.25     955 360 7

9

. .
   =   128.82222

                                x yj j1 = 251.66     955 22 45

9

. .
   =    13.44056

                        x yj j2 = 954.332     360 7 22 45

9

. .
   =   54.58589

3. จากขอ 2 ทําใหไดสมการปกติ คือ

b x b x xj j j1 1
2

2 1 2    =      x yj j1

b x x b xj j j1 1 2 2 2
2    =      x yj j2

4. แทนคาสมการปกติในขอ 3

          48.38889 b1 + 128.82222 b2   =  13.44056

            128.82222 b1 + 1090.24556 b2   =   54.58589

5. แกสมการปกติหาคา b1   b2 และ b0  หรือใชสูตรคํานวณไดผลลัพธดังนี้

     b1 = 0.21077

       b2 = 0.02516

หาคา b0 ไดจาก b0 = y b x b x 1 1 2 2

= 2.494  (0.21077) (10.611)  (0.02516) (40.08)

= 0.75089



6. จะไดสมการถดถอยจากวิธีกําลังสองนอยที่สุดคือ

y j =     0.75089 + 0.21077 x1j + 0.02516 x2j

7. ประเมินสมการถดถอยที่ไดโดยการคํานวณสัมประสิทธิของ multiple determination ( Ry.12
2 )

SSR =  y y
2   =    b x y b x yj j j j1 1 2 2    

= (0.21077) (13.44056) + (0.02516) (54.58589)

= 4.20625

SST =  y yj 
2

  =   
 

y
y

nj
j2

2




     

= 60.8605    22 45

9

2
.

= 4.86022

สัมประสิทธิของ multiple determination คือ

Ry.12
2 = SSR

SST
   =    4 20625

4 86022

.

.
   =    0.865444

และสัมประสิทธิสหสัมพันธพหุคูณคือ

Ry.12 = 0 865444.    =   0.93029

8. การแปลความหมาย R y.12
2 คือ 93 เปอรเซ็นตของความแปรปรวนทั้งหมดในคา Y อธิบายไดดวยระนาบ

ของการถดถอยหรือโดยความสัมพันธเชิงเสนกับ x1 และ X2 และการแปลความหมาย Ry.12 คือการวัดความสัมพันธ

ระหวางตัวแปร nicotine intake per cigarette, number of puffs per cigarette และ total particulate matter per 

cigarette ในตัวอยางผูชายที่สุขภาพดี 9 คน อายุระหวาง 24 ถึง 48 ป ถาขอมูลของเราสุมมาจากประชากร เราสามารถใช

Ry.12 เปนคาประมาณของ y.12 ซึ่งเปนสัมประสิทธิสหสัมพันธของประชากร นอกจากนี้ Ry.12 ยังแสดงสัมประสิทธิ

สหสัมพันธระหวาง yj และ y

9. คํานวณหาสัมประสิทธิสหสัมพันธอยางงายตอไปนี้

    ry1 =
   

13 44056

48 38889 4 86022

.

. .
   

=   0.8764

     ry2 =
   

54 58589

1090 24556 4 86022

.

. .
   

=   0.7499



    r12 =
   

12882222

48 38889 1090 24556

.

. .

= 0.5609

10. คํานวณหาสัมประสิทธิ์สหสัมพันธบางสวน

ry1.2 =  
    

   
0 8764 0 7499 0 5609

1 0 7499 1 0 56092 2

. . .

. .



 

=   0.8322

  ry2.1      =  
    

   
0 7499 0 8764 0 5609

1 0 8764 1 0 56092 2

. . .

. .



 

             =   0.6479

            r12.y      =  
    

   
0 5609 0 8764 0 7499

1 0 8764 1 0 74992 2

. . .

. .



 

             =    0.3023

11.2  การทดสอบสมมติฐานเกี่ยวกับสัมประสิทธิสหสัมพันธบางสวน
  สมมติฐานทางสถิติที่ตองการทดสอบคือ  H0 :  y1.2. . .k   =   0 

สถิติที่ใชทดสอบ คือ t    =   ry1.2. . . k
n k

ry k

 



1

1 1 2
2

. ...

ซึ่งมีการแจกแจงแบบ Student’s t มีจํานวนชั้นอิสระ  เทากับ n  k  1

ตัวอยางที่ 10  ตองการทดสอบสมมติฐาน  H0 : y1.2 =  0   VS  H1 : y1.2  0  โดยใชขอมูลจากตัวอยางที่ 9

วิธีทํา

คํานวณสถิติทดสอบ t

t = 0.8322   9 2 1

1 0 83222

 

 .

= 3.6764

สําหรับการทดสอบแบบสองทางเปดตารางหาคาวิกฤติ t
z

n k
,
 1 เขตวิกฤติคือ | t |  t.025, 9-2-1 เนื่องจาก | t | ที่

คํานวณไดมากกวาคา t.025,6 เทากับ 2.4469 จึงตัดสินใจปฏิเสธ H0 สรุปวามีความสัมพันธอยางมีนัยสําคัญระหวาง nicotine 



intake และ puff per cigarette เมื่อให total particulate matter คงที่ การทดสอบสัมประสิทธิสหสัมพันธบางสวนตัวอื่น ๆ ก็

ทําเชนเดียวกัน


