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บทคัดย่อ 
 

งานวิจยัน้ี มีเป้าหมายเพ่ือศึกษาวิธีการหาผลเฉลยเชิงตวัเลขของสมการเบอร์เกอร์จากการลดรูปเป็นสมการ

ความร้อน โดยประยุกต์ใช้ระเบียบวิธีผลต่างอนัตะชนิดกระชบัอนัดบัท่ี  6 ประมาณค่าอนุพนัธ์ในเชิงพ้ืนท่ี และ

ประยกุตใ์ชร้ะเบียบวิธีแมคคอร์แมคสาํหรับประมาณค่าอนุพนัธ์ในเวลา ซ่ึงในการศึกษาน้ี เราไดท้าํการเปรียบเทียบ

ประสิทธิภาพในการคาํนวณและความแม่นยาํของผลเฉลยเชิงตวัเลข ทั้งกบังานวิจยัอ่ืนและผลเฉลยแม่นตรง 

คําสําคัญ: สมการเบอร์เกอร์, สมการความร้อน, วิธีผลต่างอนัตะชนิดกระชับ, ระเบียบวิธีแมคคอร์แมค                    

2010 MSC: 65L12. 

 

1 บทนํา 
 

สมการเบอร์เกอร์ (Burgers’ equation) เป็นสมการเชิงสมการย่อยท่ีถูกนํามาประยุกต์ใช้กันอย่าง
กวา้งขวาง โดยเฉพาะอยา่งยิ่งในงานทางดา้นฟิสิกส์และวิศวกรรมศาสตร์ เช่น การจาํลองแบบในเร่ืองพลศาสตร์
ของแก๊ส กลศาสตร์ของไหล และงานท่ีเก่ียวกบักระแสจราจรในดา้นเครือข่ายคอมพิวเตอร์ เป็นตน้ ในช่วงเวลา
หลายปีท่ีผ่านมา นกัวิจยัไดใ้ห้ความสนใจศึกษาวิธีการหาผลเฉลยเชิงตวัเลขของสมการเบอร์เกอร์ดว้ยวิธีการท่ี
แตกต่างกนัหลากหลายรูปแบบ ทั้งระเบียบวิธีผลต่างอนัตะ (finite difference methods) และระเบียบวิธีสมาชิก
จาํกัด (finite element methods)  อาทิเช่น วิธีผลต่างอนัตะช้ีกาํลังแบบชัดแจ้ง (explicit exponential finite 
difference) วิธีสมาชิกจาํกัดพหุนามเสมือนจริงรูปร่างระฆงักาํลงัสองน้อยสุด (least-squares quadratic B-
spline finite element method) [1,8] รวมทั้งมีการศึกษาประสิทธิภาพของระเบียบวิธีเชิงตวัเลขในการหาผล
เฉลยของสมการเบอร์เกอร์ [9] และสําหรับในงานวิจยัน้ี เราจะศึกษาวิธีการหาผลเฉลยเชิงตวัเลขของสมการ
เบอร์เกอร์ชนิดหน่ึงมิติ ซ่ึงจะอยูใ่นรูป  
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มีเง่ือนไขขอบ คือ 

 = 1( , ) ( )u a t f t  และ = 2( , ) ( )u b t f t  สาํหรับ < ≤0 t T  

และมีเง่ือนไขเร่ิมตน้ คือ 

 = < <( ,0) ( ),u x g x a x b  

ในการหาผลเฉลยของสมการท่ี  (1-1)  P.G. Zhang และ J.P. Wang [4] ได้ประยุกต์ใช้ระเบียบวิธีผลต่าง

อันตะชนิดกระชับ  (compact finite difference method) และระเบียบวิธีแมคคอร์แมค  (MacCormack 

method) ซ่ึงเป็นระเบียบวิธีตวัทาํนาย-ตวัแก ้ในการคาํนวณหาผลเฉลยของสมการเบอร์เกอร์ พบวา่ ผลเฉลยเชิง

ตวัเลขมีความแม่นยาํสูงเม่ือเปรียบเทียบกบัผลเฉลยแม่นตรง แต่เน่ืองจากสมการเบอร์เกอร์เป็นสมการเชิง

อนุพนัธ์ย่อยชนิดไม่เชิงเส้น ทาํให้การหาผลเฉลยมีความยุ่งยากและซับซ้อน  ต่อมา R.C. Sarker และ L.S. 

Andallah [5] ไดน้าํวิธีการแปลงฮอพฟ์-โคล (Hopf-Cole transformation) มาประยุกต์ใช้ในการหาผลเฉลย

ของสมการเบอร์เกอร์ โดยการลดรูปเป็นสมการความร้อนซ่ึงเป็นสมการเชิงอนุพนัธ์ย่อยชนิดเชิงเส้น และใช้

ระเบียบวิธีผลต่างอนัตะแบบชดัแจง้และระเบียบวิธีผลต่างอนัตะแบบปริยายในการคาํนวณหาผลเฉลยเชิงตวัเลข 

เพ่ือลดความซับซ้อนในการคาํนวณ อย่างไรก็ตาม ถึงแมว้่าในการหาผลเฉลยโดยใช้วิธีดงักล่าวง่ายต่อการ

คาํนวณ แต่ผลเฉลยยงัมีค่าความคลาดเคล่ือนค่อนขา้งสูง ดงันั้น ในการศึกษาน้ี จึงมีเป้าหมายในการปรับปรุง

วิธีการหาผลเฉลยเชิงตวัเลขเพ่ือเพ่ิมประสิทธิภาพในการคาํนวณและเพ่ิมความแม่นยาํของผลเฉลย 

 

2  ความรู้พืน้ฐาน 
 

ความรู้พ้ืนฐานท่ีสาํคญัซ่ึงเรานาํมาประยุกตใ์ชใ้นการปรับปรุงวิธีการหาผลเฉลยเชิงตวัเลขของสมการ

เบอร์เกอร์ ประกอบดว้ย การแปลงฮอพฟ์-โคล ระเบียบวิธีผลต่างอนัตะชนิดกระชบั และระเบียบวิธีแมคคอร์

แมค โดยมีรายละเอียดดงัท่ีจะกล่าวต่อไปน้ี 

2.1 การแปลงฮอพฟ์-โคล (Hopf-Cole transformation) 

การแปลงฮอพฟ์-โคล เป็นวิธีหน่ึงท่ีใชส้ําหรับแปลงสมการเบอร์เกอร์เพ่ือให้ลดรูปเป็นสมการความ

ร้อนท่ีเป็นสมการเชิงอนุพนัธ์ย่อยชนิดเชิงเส้น ซ่ึงเกิดจากการศึกษาอย่างอิสระของ E. Hopf [2] และ J.D. Cole 

[3] ในปี 1950 และ 1951 ตามลาํดับ โดยในเวลาต่อมาวิธีการน้ีจึงถูกเรียกรวมกันว่า การแปลงฮอพฟ์-โคล 

รายละเอียดดงัทฤษฎีบทต่อไปน้ี 
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ทฤษฎีบทที ่1   ถา้ φ( , )x t  เป็นผลเฉลยใดๆ ของสมการความร้อน 

                                           
∂φ ∂ φ

= ν
∂ ∂

2

2t x
                             

 (2-1) 

แลว้การแปลงฮอพฟ์-โคล φ
= − ν

φ
( , ) 2 xu x t                       (2-2) 

เป็นผลเฉลยของสมการท่ี (1-1) 

2.2 ระเบียบวธีิผลต่างอนัตะชนิดกระชับ (Compact finite difference method) 

ระเบียบวิธีผลต่างอนัตะชนิดกระชบัถูกนาํมาประยกุตใ์ชส้าํหรับการประมาณค่าอนุพนัธ์อนัดบัท่ีหน่ึง 

และอนุพนัธ์อนัดบัท่ีสองในการหาผลเฉลยเชิงตวัเลขของสมการเชิงอนุพนัธ์ ซ่ึงไดรั้บจากการศึกษาของ S.K. 

Lele [7] มีรายละเอียดดงัต่อไปน้ี 

อนุพนัธ์อนัดบัที่หน่ึง มีรูปแบบทัว่ไป ดงัน้ี 

 + − + − + −
− − + +

− − −′ ′ ′ ′ ′β + α + + α + β = + +3 3 2 2 1 1
2 1 1 2 6 4 2

i i i i i i
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      (2-3) 

โดยสูตรผลต่างอนัตะชนิดกระชบัอนัดบัท่ีส่ีสาํหรับอนุพนัธ์อนัดบัท่ีหน่ึง ซ่ึงมีค่าคลาดเคล่ือนตดัปลาย 4( )O h  

กาํหนดค่าสมัประสิทธ์ิดงัน้ี 

 
β = α = = = =

1 30, , , 0, 0
4 2

a b c
 

และสูตรผลต่างอนัตะชนิดกระชบัอนัดบัท่ีหกสาํหรับอนุพนัธ์อนัดบัท่ีหน่ึง ซ่ึงมีค่าคลาดเคล่ือนตดัปลาย 6( )O h  

กาํหนดค่าสมัประสิทธ์ิดงัน้ี 

 
α = β = = = =

1 14 1, 0, , , 0
3 9 9

a b c
 

อนุพนัธ์อนัดับที่สอง  มีรูปแบบทัว่ไป ดงัน้ี 

        + − + − + −
− − + +

− + − + − +′′ ′′ ′′ ′′ ′′β + α + + α + β = + +3 3 2 3 1 1
2 1 1 2 2 2 2

2 2 2
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 (2-4)        

โดยสูตรผลต่างอนัตะชนิดกระชบัอนัดบัท่ีส่ีสาํหรับอนุพนัธ์อนัดบัท่ีสอง ซ่ึงมีค่าคลาดเคล่ือนตดัปลาย 4( )O h

กาํหนดค่าสมัประสิทธ์ิดงัน้ี                 
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β = = α = = =
1 60, 0, , , 0
10 5

c a b        

และสูตรผลต่างอนัตะชนิดกระชบัอนัดบัท่ีหกสาํหรับอนุพนัธ์อนัดบัท่ีสอง ซ่ึงมีค่าคลาดเคล่ือนตดัปลาย 6( )O h

กาํหนดค่าสมัประสิทธ์ิดงัน้ี 

 α = β = = = =
2 12 3, 0, , , 0
11 11 11

a b c  

2.3 ระเบียบวธีิแมคคอร์แมค (MacCormack method) 

ระเบียบวิธีแมคคอร์แมค ไดรั้บจากการศึกษาของ R.W. MacCormack  [6] ซ่ึงเป็นวิธีการเชิงตวัเลข

ชนิดตวัทาํนาย-ตวัแก ้อีกรูปแบบหน่ึงท่ีใชส้าํหรับการหาผลเฉลยเชิงตวัเลขของสมการเชิงอนุพนัธ์ โดยหลกัการ

คาํนวณของระเบียบวิธีแมคคอร์แมคในขั้นแรกจะเป็นขั้นตอนของการทาํนายค่าผลเฉลย เรียกว่า ขั้นทาํนาย  

และในขั้นท่ีสองจะเป็นขั้นตอนการนาํค่าผลเฉลยท่ีไดรั้บจากขั้นแรกมาปรับปรุงผลเฉลยให้มีค่าความแม่นยาํ

สูงข้ึน ซ่ึงเรียกว่า ขั้นแกไ้ข สําหรับการนาํมาประยุกตใ์ชก้บัสมการเบอร์เกอร์นั้น จากสมการท่ี  (1-1) สามารถ

จดัรูปใหม่ไดด้งัต่อไปน้ี 

 
∂∂ ∂ ∂ ∂
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2
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2

uf u  และสามารถเขียนสูตรตวัทาํนาย-ตวัแกต้ามระเบียบวธีิแมคคอร์แมค ไดด้งัน้ี 

ขั้นทาํนาย 

+
− + −

∆ ν∆
= − − + − +1

1 1 12
( ) ( 2 )n n n n n n n

j j j j j j j
t tu u f f u u u

h h
                        (2-5) 

ขั้นแก้ไข 

 + + + + +
+ − −

 ∆ ν∆
= + − − + − + 

 

1 1 1 1 1
1 1 12

1 ( ) ( 2 )
2
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j j j j j j j j

t tu u u f f u u u
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             (2-6) 

ในเวลาต่อมา P.G. Zhang และ J.P. Wang [4] ไดน้าํมาประยกุตใ์ชร่้วมกบัระเบียบวิธีผลต่างอนัตะชนิด

กระชบัอนัดบัท่ีส่ีในการหาผลเฉลยเชิงตวัเลขของสมการเบอร์เกอร์ มีรูปแบบตวัทาํนาย-ตวัแก ้ดงัน้ี 

ขั้นทาํนาย 

+ ′ ′′= − ∆ + ν∆1n n
j j j ju u tf tu                                   (2-7)    

ขั้นแก้ไข 
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+ + ′ ′′= + − ∆ + ν∆ 
1 11

2
n n n
j j j j ju u u tf tu                                                              (2-8) 

3. วธีิดาํเนินการวจิยั 

ในการปรับปรุงวิธีการหาผลเฉลยเชิงตวัเลขของสมการเบอร์เกอร์น้ี เราแบ่งการทาํงานออกเป็น 4 

ขั้นตอนหลกั ประกอบดว้ย ขั้นตอนการลดรูปสมการเบอร์เกอร์เป็นสมการความร้อน ขั้นตอนการคาํนวณเชิง

ตัวเลข ขั้นตอนการประมาณค่ายอ้นกลับ และขั้นตอนการเปรียบเทียบค่าความแม่นยาํ สําหรับในการ

ประมวลผลและการทดสอบประสิทธิภาพในการคาํนวณนั้น เราใชโ้ปรแกรม MATLAB (Academic License 

No. 1115471) เวอร์ชัน่ R2015b+ ซ่ึงแสดงรายละเอียดในแต่ละขั้นตอน ดงัน้ี 

3.1 ขั้นตอนการลดรูปสมการเบอร์เกอร์เป็นสมการความร้อนโดยใช้การแปลงฮอพฟ์-โคล 

โดยการแปลงฮอพฟ์-โคล [2,3] เรากาํหนดให ้  ∂ψ
= ψ =

∂
xu

x
     

ซ่ึงจากสมการท่ี (1-1) จะไดว้า่ ψ + ψ ψ = νψxt x xx xxx   หรือ 
 ∂

ψ + ψ = νψ ∂  

21
2xt x xxxx

  

หาปริพนัธ์ทั้ง 2 ขา้งเทียบ x  จะได ้  

ψ + ψ = νψ21
2t x xx         (3-1) 

จากทฤษฎีบทท่ี 1 ( , )u x t  เป็นผลเฉลยของสมการท่ี (1-1) ซ่ึงอยูใ่นรูป φ
= − ν

φ
( , ) 2 xu x t     (3-2) 

ดงันั้น  φ
= ψ = − ν

φ
2 x

xu                                                                                                                           

โดยวิธีการแกส้มการตวัแปรแยกกนัได ้จะไดว้า่ ψ = − ν φ2 ln  

และเม่ือแทน ψ = − ν φ2 ln  ในสมการท่ี (3-1) จะได ้ 

φ = νφt xx          (3-3) 

ซ่ึงเป็นสมการความร้อน  

จากสมการท่ี (3-2) จะไดว้า่     −φ
=

φ ν
( , )
2

x u x t   

โดยวิธีการแกส้มการตวัแปรแยกกนัไดแ้ละจากไดเ้ง่ือนไขเร่ิมตน้ของสมการท่ี (1-1) สําหรับ = 0t  จะไดว้่า

 
−

ν ∫φ =
0

1 ( )
2( ,0)

u x dx
x ce                    (3-4) 

จากสมการท่ี (3-2) เห็นไดอ้ย่างชดัเจนวา่ c  ไม่มีผลกระทบต่อผลเฉลยของสมการท่ี (1-1) และเพ่ือความสะดวก 

เราจะกาํหนดให้ขีดจาํกัดล่างของการหาปริพนัธ์เป็นศูนย ์ซ่ึงไม่มีผลกระทบต่อผลเฉลยของสมการท่ี (1-1) 

ดงันั้น จะไดเ้ง่ือนไขเร่ิมตน้ของสมการท่ี (3-3)  ดงัน้ี 
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−
ν ∫φ = = φ0

1 ( )d
2

0( ,0) ( )
x

g z z
x e x  

และจากเง่ือนไขขอบของสมการท่ี (1-1) นั่นคือ = 1( , )u a t f , = 2( , )u b t f  จะไดเ้ง่ือนไขขอบของสมการท่ี (3-3) 

ดงัน้ี   

  φ φ
= =

φ φ
1 2

( , ) ( , ),x xa t b tf f                                                 

หรือ  φ = φ φ = φ1 2( , ) , ( , )x a x ba t f b t f                                               (3-5) 

3.2 ขั้นตอนการคํานวณเชิงตวัเลข 

 ในการหาผลเฉลยเชิงตวัเลขของสมการความร้อน (3-3) เราแบ่งช่วง ≤ ≤a x b  ออกเป็น N  ช่วงย่อย 

โดยกาํหนดให้ความยาวของแต่ละช่วงย่อยมีขนาดเท่ากนัและมีค่าเท่ากบั h ดงันั้น จะไดว้่า −
=

b ah
N

 และ

กาํหนดให ้ = +ix a ih  สําหรับ = 0,1,2, ,i N  ซ่ึงจะไดว้่า =0x a  และ =Nx b  สําหรับในการแบ่งช่วงเวลา 

≤ ≤0 t T นั้น เราแบ่งออกเป็น M ช่วงย่อย โดยกาํหนดใหแ้ต่ละช่วงย่อยมีขนาดเท่ากบั dt  เม่ือ =
Tdt
M

 และ

=jt jdt  สาํหรับ = 0,1,2, ,j M   

  การประมาณค่าเง่ือนไขขอบในสมการท่ี (3-5) เราใช้วิธีผลต่างอนัตะชนิดกระชับอนัดับท่ีหก ซ่ึง

สาํหรับ φ = φ1( , )x aa t f จะไดว้า่ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )φ = φ − φ + φ − φ
+ + + +

0 1 2 3 4
1 1 1 1

120 300 400 300
20 49 40 98 60 147 80 196

x x x x x
f f f f

 

 
 ( ) ( )+ φ − φ

+ +
5 6

1 1

120 20
100 245 120 294

x x
f f

 

และสาํหรับ φ = φ2( , )x bb t f  จะได ้  

( ) ( ) ( ) ( )− − −φ = − φ + φ − φ
− − −

1 2 3
2 2 2

120 300 400
20 49 40 98 60 147N N N Nx x x x

f f f
 

              
( ) ( ) ( )− − −+ φ − φ + φ

− − −
4 5 6

2 2 2

300 120 20
80 196 100 245 120 294N N Nx x x

f f f  

เน่ืองจาก เราจะหาผลเฉลยของสมการความร้อน (3-3) ซ่ึงมีพจน์อนุพนัธ์ในเชิงพ้ืนท่ีเพียงตวัเดียว คือ อนุพนัธ์

อนัดบัท่ีสองของ φ  เทียบกบั x  ดงันั้น เราจะใชวิ้ธีผลต่างอนัตะชนิดกระชบัในการประมาณค่าอนุพนัธ์อนัดบัท่ี

สอง φxx  และเพ่ือความสะดวกจะเขียนแทน φxx  ดว้ย ′′φ   

สาํหรับท่ี  = 1i  และ = − 1i N  เราจะใชวิ้ธีผลต่างอนัตะชนิดกระชบัอนัดบัท่ีส่ี ดงัน้ี  

ท่ี = 1i  จะไดว้า่  
 

Proceedings of AMM 2017  NUM-09-6 



     
 ′′ ′′ ′′ ′′φ − φ + φ − φ = φ − φ + φ 1 2 3 4 0 1 22

1214 5 4 2
h

 

ท่ี = − 1i N  จะไดว้า่  

 − − − − − − ′′ ′′ ′′ ′′−φ + φ − φ + φ = φ − φ + φ 4 3 2 1 2 12

124 5 14 2N N N N N N N
h

 

และสาํหรับท่ี = 2i  ถึง = − 2i N  จะใชวิ้ธีผลต่างอนัตะชนิดกระชบัอนัดบัท่ีหก   จะไดว้า่ 

+ − + −
− +

   φ − φ + φ φ − φ + φ′′ ′′ ′′φ + φ + φ = +   
   

2 2 1 1
1 1 2 2

2 2 3 2 12 2
11 11 11 114

i i i i i i
i i i

h h
 

หรือ  + − + −
− +

   φ − φ + φ φ − φ + φ′′ ′′ ′′φ + φ + φ = +   
   

2 2 1 1
1 1 2 2

2 22 11 2 3 12
4

i i i i i i
i i i

h h
 

สาํหรับการประมาณค่าอนุพนัธ์ในเวลา φt  เราจะใชร้ะเบียบวิธีแมคคอร์แมค ซ่ึงเป็นระเบียบวิธีตวั

ทาํนาย-ตวัแก ้ดงัน้ี 

 ขั้นทํานาย   + ′′φ = φ + ν∆ φ1 ,j j
i i it  

 ขั้นแก้ไข   + + ′′φ = φ + φ + ν∆ φ 
1 11

2
j j j
i i i it  

3.3 ขั้นตอนการประมาณค่าย้อนกลบั 

       จากขั้นตอนท่ี 3.2 จะไดผ้ลเฉลยของสมการความร้อนแลว้เราจะทาํการแทนค่ายอ้นกลบั เพ่ือหา j
iu  

จากความสมัพนัธ์  
′φ

= − ν
φ

2
j

j i
i j

i

u  โดยใชร้ะเบียบวิธีผลต่างอนัตะชนิดกระชบัอนัดบัท่ีหก ซ่ึงสามารถเขียนอยูใ่น

สมการเมทริกซ์ไดด้งัน้ี 

′φ = φ +1 1 1A M H  

เม่ือ  
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3.4  ขั้นตอนการเปรียบเทียบความแม่นยาํ 

จากการประมวลผลจะไดผ้ลเฉลยของสมการเบอร์เกอร์ จากนั้นนาํผลเฉลยของสมการเบอร์เกอร์ท่ีได้

ไปเปรียบเทียบค่าความแม่นยาํกบัผลเฉลยแม่นตรง พร้อมทั้งเปรียบเทียบกบัผลเฉลยเชิงตวัเลขของสมการเบอร์

เกอร์ท่ีไดรั้บจากการศึกษาของ P.G. Zhang และ J.P. Wang [4] และ R.C. Sarker และ  L.S. Andallah [5]  

 

4 ผลการศึกษา 
 การหาผลเฉลยเชิงตวัเลขของสมการเบอร์เกอร์ (1-1) เราพิจารณาเง่ือนไขเร่ิมตน้ และเง่ือนไข

ขอบจากกรณีศึกษาของ P.G. Zhang และ J.P. Wang [4] ดงัน้ี 

 

เง่ือนไขขอบ  ( ) ( )= =0, 0 1,u t u t   สาํหรับ  > 0t  

และเง่ือนไขเร่ิมตน้  ( ) ( )
( )

νπ π
=

+ π

2 sin
,0

cos

x
u x

a x
   

ซ่ึงมีผลเฉลยแม่นตรง คือ ( ) ( )
( )

−π ν

−π ν

νπ π
=

+ π

2

2

2 sin
,t

cos

t

t

e x
u x

a e x
   สาํหรับ > 1a  
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โดยในการศึกษาน้ี เราจะพิจารณาผลเฉลยเชิงตัวเลขสําหรับ = 0.1T   = 2a  และ ν = 0.01  เม่ือ

กาํหนดให ้ ∆ = 0.0001t และเปรียบเทียบค่าความแม่นยาํกบัผลเฉลยแม่นตรง พร้อมทั้งเปรียบเทียบกบัผลเฉลย

เชิงตวัเลขของสมการเบอร์เกอร์ท่ีไดรั้บจากการศึกษาของ P.G. Zhang และ J.P. Wang [4] และ R.C. Sarker และ  

L.S. Andallah [5] ซ่ึงแสดงผลในตารางท่ี 1 ถึง 3 และเปรียบเทียบประสิทธิภาพในการประมวลผลการคาํนวณ

ดงักราฟในรูปท่ี 1 

 

ตารางที่ 1  แสดงการเปรียบเทียบผลเฉลยเชิงตวัเลขระหว่างวิธีท่ีนาํเสนอกบัระเบียบวิธีผลต่างอนัตะ

แบบชดัแจง้ซ่ึงไดจ้ากการศึกษาของ R.C. Sarker และ L.S. Andallah [5]  สาํหรับ  = 0.1T   = 2a  และ 

ν = 0.01   ∆ = 0.0001t และกาํหนด = 100N  

 

x วธีิที่นําเสนอ วธีิผลต่างอนัตะแบบชัดแจ้ง [5] ค่าแม่นตรง 

0.1 0.006535454 0.006577898 0.006535445 

0.2 0.013055335 0.013144537 0.013055335 

0.3 0.019493636 0.019638487 0.019493636 

0.4 0.025659249 0.025873442 0.025659249 

0.5 0.031107389 0.031407969 0.031107389 

0.6 0.034928657 0.035328881 0.034928657 

0.7 0.035495951 0.035984105 0.035495951 

0.8 0.030501345 0.030999649 0.030501345 

 

 

ตารางที่ 2  แสดงการเปรียบเทียบผลเฉลยเชิงตวัเลขระหว่างวิธีท่ีนาํเสนอกบัระเบียบวิธีผลต่างอนัตะ

แบบปริยายซ่ึงไดจ้ากการศึกษาของ R.C. Sarker และ L.S. Andallah [5] สําหรับ  = 0.1T   = 2a  และ 

ν = 0.01   ∆ = 0.0001t และกาํหนด = 100N  

x วธีิที่นําเสนอ วธีิผลต่างอนัตะแบบโดยปริยาย[5] ค่าแม่นตรง 

0.1 0.006535454 0.006522441 0.006535445 

0.2 0.013055335 0.013053279 0.013055335 

0.3 0.019493636 0.019490591 0.019493636 

0.4 0.025659249 0.025655267 0.025659249 

0.5 0.031107389 0.031102606 0.031107389 

0.6 0.034928657 0.034923354 0.034928657 

Proceedings of AMM 2017  NUM-09-9 



0.7 0.035495951 0.035490651 0.035495951 

0.8 0.030501345 0.030524038 0.030501345 

0.9 0.018166629 0.048331762 0.018166604 

 

 

 

 

 

ตารางที่ 3 แสดงการเปรียบเทียบผลเฉลยเชิงตวัเลขระหว่างวิธีท่ีนาํเสนอกบัระเบียบวิธีของ P.G. Zhang 

และ J.P. Wang [4] สาํหรับ = 0.1T   = 2a  และ ν = 0.01   ∆ = 0.0001t และกาํหนด = 100N  

 

x วธีิที่นําเสนอ 
วธีิของ R.C. Sarker P.G. 

Zhang และ J.P. Wang [4] 
ค่าแม่นตรง 

0.1 0.006535454 0.006535445 0.006535445 

0.2 0.013055335 0.013055335 0.013055335 

0.3 0.019493636 0.019493636 0.019493636 

0.4 0.025659249 0.025659249 0.025659249 

0.5 0.031107389 0.031107389 0.031107389 

0.6 0.034928657 0.034928657 0.034928657 

0.7 0.035495951 0.035495951 0.035495951 

0.8 0.030501345 0.030501345 0.030501345 

0.9 0.018166629 0.018166604 0.018166604 

 

 

รูปที่ 1 แสดงกราฟการเปรียบเทียบประสิทธิภาพในการคาํนวณระหว่างวิธีท่ีนาํเสนอกบัระเบียบวิธีของ 

P.G. Zhang และ J.P. Wang [4] สําหรับ  = 0.1T   = 2a  และ ν = 0.01   ∆ = 0.0001t และกําห นด 

= 100N   
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5. บทสรุป 

ในงานวิจยัน้ี เราไดศึ้กษาการแปลงสมการเบอร์เกอร์ซ่ึงเป็นสมการเชิงอนุพนัธ์ย่อยชนิดไม่เชิงเส้นให้
ลดรูปเป็นสมการความร้อนซ่ึงเป็นสมการเชิงอนุพนัธ์ย่อยชนิดเชิงเส้นโดยใชก้ารแปลงฮอพฟ์-โคล แลว้ใช้
ระเบียบวิธีผลต่างอนัตะชนิดกระชับอนัดบัท่ีหก ซ่ึงมีค่าคลาดเคล่ือนตดัปลาย 6( )O h สําหรับการประมาณ
อนุพนัธ์อนัดบัท่ีสองในเชิงพ้ืนท่ี และใชร้ะเบียบวิธีแมคคอร์แมคสําหรับการประมาณอนุพนัธ์ในเวลา แลว้จึง
ประมาณค่ายอ้นกลบั ทั้งน้ีเพ่ือลดความซบัซอ้นและประหยดัเวลาในการคาํนวณ จากผลการศึกษาพบวา่ วิธีท่ีเรา
นาํเสนอน้ีมีความแม่นยาํสูงเม่ือเปรียบเทียบกบัผลเฉลยแม่นตรง เม่ือเปรียบเทียบกบัผลการศึกษาของ R.C. 
Sarker และ L.S. Andallah [5] ซ่ึงไดจ้ากการประยุกต์ใช้ระเบียบวิธีผลต่างอนัตะแบบชัดแจง้และระเบียบวิธี
ผลต่างอนัตะแบบปริยาย ท่ีมีค่าคลาดเคล่ือนตดัปลาย 2( )O h ในการหาผลเฉลยเชิงตวัเลขของสมการเบอร์เกอร์
จากสมการความร้อน พบว่า วิธีท่ีเรานาํเสนอน้ีมีความแม่นยาํสูงกว่ามาก และเม่ือเปรียบเทียบวิธีท่ีเรานาํเสนอ
กบัผลการศึกษาของ P.G. Zhang และ J.P. Wang [4] ซ่ึงไดจ้ากการประยุกต์ใช้ระเบียบวิธีผลต่างอนัตะชนิด
กระชบัอนัดบัท่ีส่ี ท่ีมีค่าคลาดเคล่ือนตดัปลาย 4( )O h  กบัสมการเบอร์เกอร์โดยตรง พบว่า ผลเฉลยเชิงตวัเลขมี
ความแม่นยาํสูงทั้งสองวิธี แต่วิธีท่ีเรานาํเสนอใชเ้วลาในการประมวลผลการคาํนวณนอ้ยกว่าประมาณคร่ึงเท่า 
หรือประมาณร้อยละ 50 ของเวลาท่ีใชใ้นการประมวลผลการคาํนวณตามระเบียบวิธีของ P.G. Zhang และ J.P. 
Wang [4]  ทั้งน้ี เป็นผลมาจากวิธีท่ีนาํเสนอไม่มีการประมาณค่าอนุพนัธ์อนัดบัท่ีหน่ึงในเชิงพ้ืนท่ีสาํหรับทุกรอบ
เวลาการคาํนวณ และในการประมาณค่ายอ้นกลบักมี็การดาํเนินการเพียงหน่ึงรอบการคาํนวณเท่านั้นหลงัจากท่ี
ไดผ้ลเฉลยของสมการความร้อนเรียบร้อยแลว้ 

ดงันั้นจึงสรุปไดว้่า การหาผลเฉลยเชิงตวัเลขของสมการเบอร์เกอร์จากวิธีการแปลงจากสมการเบอร์
เกอร์เป็นสมการความร้อน โดยใช้ระเบียบวิธีผลต่างอนัตะชนิดกระชับอนัดบัท่ีหกสําหรับการประมาณค่า
อนุพนัธ์อนัดบัท่ีสองในเชิงพ้ืนท่ี และใชร้ะเบียบวิธีแมคคอร์แมคสาํหรับการประมาณค่าอนุพนัธ์ในเวลา แลว้จึง
ประมาณค่ายอ้นกลบันั้น จะทาํให้ไดผ้ลเฉลยท่ีแม่นยาํสูงและลดตน้ทุนในการคาํนวณ กล่าวคือ การปรับปรุง
วิธีการหาผลเฉลยเชิงตวัเลขตามระเบียบวิธีท่ีเรานาํเสนอน้ีเป็นวิธีท่ีมีประสิทธิภาพและทาํให้ไดผ้ลเฉลยท่ีมี
ความแม่นยาํสูง 
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กติติกรรมประกาศ ผูเ้ขียนขอขอบคุณ คณะวทิยาศาสตร์ ศรีราชา มหาวทิยาลยัเกษตรศาสตร์ วทิยาเขตศรีราชา ท่ีให้

การสนับสนุนงบประมาณในการจดัซ้ือใบอนุญาตสาํหรับโปรแกรม MATLAB เพ่ือการวิจยัและการจดัการเรียนการ

สอน รวมทั้งการอาํนวยความสะดวกในการดาํเนินการวจิยั จนทาํใหก้ารดาํเนินงานบรรลุผลสาํเร็จตามเป้าหมาย 
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