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แบบฝึกหดั อนุพนัธย่์อยอนัดบัหน่ึงและอนุพนัธย่์อยอนัดบัสงู 
1. จงหาอนุพนัธย์อ่ยอนัดบัหน่ึงของฟงักช์นัต่อไปน้ี 
1.1 4 3 2( , ) 8f x y x y x y   
1.2 10(2 3 )z x y   
1.3 2( , ) arctan( )pR p q e pq  
1.4 ( , ) lnf x t x t  
1.5 

33 5( , ) ln(1 )f u v u uv


   
1.6 2 2( , ) sin( cos ) ln( 3 )f r r r      
1.7 2 3 4( , , ) 5f x y z xy x y z   
1.8 2 2( , ) cos( )sin ( )f x y x xy  
1.9 xyzw ze  

1.10 2( , , ) cos
z

u x y z x y
x

   
 

 

1.11 
2

2
( , , , )

x y
x y z t

z t

 
 





 

1.12 ( , , ) lnyzf x y z xyz xe x z    
1.13 ( , ) ln(sec )f x y x y   
1.14 2x y zwV xe we yw     

2. กาํหนดให ้ 2 2( , ) 4 4f x y x y     จงหา (1,0)xf  และ (1,0)yf   

3. กาํหนดให ้ 2 2( , ) ln( )f x y x x y     จงหา (3,4)xf  

4. กาํหนดให ้ ( , ) arctan
y

f x y
x

   
 

  จงหา (2,3)xf  

5. กาํหนดให ้ ( , , )
y

f x y z
x y z


 

  จงหา (0,0, )
4zf
  

6. กาํหนดให ้ 2 2 2( , , ) sin sin sinf x y z x y z     จงหา (2,1, 1)yf   

7. กาํหนดให ้ 232 2 sin( )2( , ) ( ) x yf x y x x y e


    จงหา (1,0)xf  

8. กาํหนดให ้ sin
y

x
x

z x ye
y

 
  

 
  จงแสดงวา่ z z

x y z
x y

 
 

 
 

9. กาํหนดให ้ 2 2( , , ) ( ) cos
y z

u f x y z x y
x

     
 

  จงแสดงวา่ 2
f f f

x y z f
x y z

  
  

  
 

10. จงหาอนุพนัธย์อ่ยอนัดบัสอง xxf , xyf , yxf  และ yyf  ของฟงักช์นัต่อไปน้ี 
 10.1 3 5 4( , ) 2f x y x y x y    
 10.2 3( , ) cos ( )f x y mx ny   

 10.3 ( , ) cot
1

x y
f x y arc

xy

 
   

  

 10.4 ( , ) ln( 2 )f x y x y    
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11. จงหาอนุพนัธย์อ่ยอนัดบัสงูของฟงักช์นัต่อไปน้ี 
 11.1 กาํหนดให ้ 4 2 3( , )f x y x y x y   จงหา xxxf  และ xyxf   
 11.2 กาํหนดให ้ ( , ) sin(2 5 )f x y x y   จงหา yxyf   
 11.3 กาํหนดให ้ 2

( , , ) xyzf x y z e  จงหา xyzf   
 11.4 กาํหนดให ้ ( , , ) sin( )rg r s t e st  จงหา rstg   

 11.5 กาํหนดให ้ sinru e    จงหา 
3

2

u

r 

 

 

 11.6 กาํหนดให ้ z u v w   จงหา 
3z

u v w


  

 

 11.7 กาํหนดให ้
2

x
w

y z



 จงหา 

3w

z y x


  

 และ 
3

2

w

x y


 

  

 11.8 กาํหนดให ้ a b cu x y z  จงหา 
6

2 3

u

x y z


  

 

 11.9 กาํหนดให ้ 2 3( , , ) arcsin( )f x y z xy z x z   จงหา xzyf  
 11.10 กาํหนดให ้ ( , , ) 1 1g x y z xz xy     จงหา xyzg  

12. จงแสดงวา่ฟงักช์นัทีก่าํหนดใหต่้อไปน้ี เป็นผลเฉลยของสมการลาปลาซ 
2 2

2 2
0

u u

x y

 
 

 
  

 12.1 2 2 2u x y xy     

 12.2 2 2ln( ) 2arctan
y

u x y
x

     
 

 

 12.3 cos cosx yu e y e x     

13. จงแสดงวา่ฟงักช์นัทีก่าํหนดใหต่้อไปน้ี เป็นผลเฉลยของสมการคลื่น 
2 2

2
2 2

u u
a

t x

 


 
  

 13.1 sin( )sin( )u kx akt   

 13.2 
2 2 2

t
u

a t x



 

 13.3 sin( ) ln( )u x at x at      

14. จงแสดงวา่ฟงักช์นั 2 2

sink tu e kx   เป็นผลเฉลยของสมการความรอ้น 
2

2
2

u u

t x
 


 

 

15. จงแสดงวา่ฟงักช์นั ln( )x yz e e    เป็นผลเฉลยของสมการ 
22 2 2

2 2
0

z z z

x y x y

   
       

 

16. ถา้ 1 1 2 2 n na x a x a xu e      เมือ่ 2 2 2
1 2 1na a a     แลว้ จงแสดงวา่  

2 2 2

2 2 2
1 2 n

u u u
u

x x x

  
   

  
  

17. จงหา xf  และ yf  โดยใชท้ฤษฎบีทหลกัมลูของแคลคลูสับทที ่1 เมือ่ 

 17.1 2

( , )
x

t

y

f x y e dt    17.2 
2 3
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0

( , ) sin
x y

f x y t dt    
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หมายเหต ุทฤษฎบีทหลกัมลูของแคลคลูสับทที ่1 
 ถ้า f เป็นฟังก์ชนัตอ่เน่ืองบน[ , ]a b แล้วฟังก์ชนั F นิยามโดย 

( ) ( )
x

a
F x f t dt   ,  a x b   

เป็นฟังก์ชนัตอ่เน่ืองบน [ , ]a b และสามารถหาอนพุนัธ์ได้บน ( , )a b  ซึง่ ( ) ( )F x f x   

นัน่คือ 

( ) ( ) ( )
x

a

d
F x f t dt f x

dx
       

 

18. กาํหนดให ้
22 2 3( , ) ( )f x y x y   จงแสดงวา่  

12 2 3

4
; ( , ) (0,0)

3( )

( , )

0 ; ( , ) (0,0)
x

x
x y

x y

f x y

x y

 
 

 


 

แนะนํา : ในการแสดง (0,0) 0xf   ควรหาอนุพนัธย์อ่ยโดยใชนิ้ยาม 


