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แบบฝึกหดั การหาอนุพนัธย่์อยโดยใช้กฎลกูโซ่ 

1.จงหาอนุพนัธย์อ่ยของฟงักช์นัต่อไปน้ี

1.1 กาํหนดให ้ 2 43z x y xy    เมือ่ sin 2x t  และ cosy t  จงหา 
0t

dz

dt 

  

1.2 กาํหนดให ้ sinxz e y   เมือ่ 2sx t  และ 2y s t  จงหา z

s




 และ z

t




 ในเทอมของ s  และ t   

1.3 กาํหนดให ้ 4 2 3u x y y z    เมือ่ s tx r e , 2 ty rs e  และ 2 sinz r s t  จงหา u

s




  

ที ่ 2r  , 1s   และ 0t   

1.4 กาํหนดให ้ 2 2z x y xy     เมือ่ sinx t  และ ty e  จงหา dz

dt
 ในเทอมของ t   

1.5 กาํหนดให ้ cos( 4 )z x y    เมือ่ 45x t  และ 1y t  จงหา dz

dt
 ในเทอมของ t   

1.6 กาํหนดให ้ arctan
y

z
x

   
 

  เมือ่ tx e  และ 1 ty e   จงหา dz

dt
 ในเทอมของ t   

1.7 กาํหนดให ้
y

zw xe   เมือ่ 2x t , 1y t    และ 1 2z t   จงหา dw

dt
 ในเทอมของ t   

1.8 กาํหนดให ้ 2 2 2lnw x y z     เมือ่ sinx t , cosy t   และ tanz t  จงหา dw

dt
  

ในเทอมของ t   

1.9 กาํหนดให ้ 2 3z x y   เมือ่ cosx s t  และ siny s t  จงหา z

s




 และ z

t




 ในเทอมของ s  และ t   

1.10 กาํหนดให ้ arcsin( )z x y    เมือ่ 2 2x s t   และ 1 2y st   จงหา z

s




 และ z

t




  

ในเทอมของ s  และ t  

1.11 กาํหนดให ้ sin cosz     เมือ่ 2st   และ 2s t   จงหา z

s




 และ z

t




 ในเทอมของ s  และ t  

1.12 กาํหนดให ้ 2x yz e    เมือ่ x s t  และ y t s  จงหา z

s




 และ z

t




 ในเทอมของ s  และ t  

1.13 กาํหนดให ้ cosrz e   เมือ่ r st  และ 2 2s t    จงหา z

s




 และ z

t




 ในเทอมของ s  และ t  

1.14 กาํหนดให ้ arcsin( )z x y    เมือ่ 2 2x s t   และ 1 2y st   จงหา z

s




 และ z

t




  

ในเทอมของ s  และ t  

1.15 กาํหนดให ้  tanz u v   เมือ่ 2 3u s t   และ 3 2v s t   จงหา z

s




 และ z

t




  

ในเทอมของ s  และ t  

1.16 กาํหนดให ้ 4 2z x x y    เมือ่ s 2x t u   และ 2y stu   จงหา z

s




, z

t




 และ z

u




  

เมือ่ 4s  , 2t   และ 1u    
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1.17 กาํหนดให ้
2

v
T

u v



  เมือ่ u pq r และ v pr q   จงหา T

p




, T

q




 และ T

r




  

เมือ่ 2p  , 1q   และ 4r    

1.18 กาํหนดให ้ w xy xz yz     เมือ่ cosx r  , siny r   และ z r   จงหา w

r




และ w





  

เมือ่ 2r   และ 2    

1.19 กาํหนดให ้ 2 2 2P u v w     เมือ่ yu xe , xv ye  และ xyw e   จงหา P

x




และ P

y




  

เมือ่ 0x   และ 2y    

1.20 กาํหนดให ้ p q
N

p r





  เมือ่ p u vw  , q v uw   และ r w uv    จงหา N

u




, N

v




  

และ N

w




 เมือ่ 2u  , 3v    และ 4r    

1.21 กาํหนดให ้ tyu xe   เมือ่ 2x   , 2y    และ 2t     จงหา u





, u





 และ u





  

เมือ่ 1   , 2    และ 1    

1.22 กาํหนดให ้
x

yz xye   เมือ่ cosx r  และ siny r    จงหา 
2, 6r

z

r   




 และ 
2, 6r

z

   




  

1.23 กาํหนดให ้ 2 2 24 4w x y z     เมือ่ sin cosx    , sin siny     และ cosz      

จงหา w





, w





 และ w





 ในเทอมของ  ,    และ    

1.24 กาํหนดให ้ 2 tanw r r     เมือ่ r s และ s    จงหา 
1 4s

w

s 




  

1.25 กาํหนดให ้ 3 2z x y    เมือ่ lnx u v u  และ 2 lny u v v    จงหา z

u




 และ z

v




  

ในเทอมของ u  และ v  

1.26 กาํหนดให ้ 2 2w x y    เมือ่ cos sinx t t  และ cos siny t t    จงหา dw

dt
 ที ่ 0t    

1.27 กาํหนดให ้ x y
w

z z
    เมือ่ 2cosx t , 2siny t   และ 1z t  จงหา dw

dt
 ที ่ 3t    

1.28 กาํหนดให ้ 2 lnxw ye z    เมือ่ 2ln( 1)x t  , arctany t   และ tz e  จงหา dw

dt
 ที ่ 1t    

1.29 กาํหนดให ้ sinw z xy    เมือ่ x t , lny t   และ 1tz e   จงหา dw

dt
 ที ่ 1t    

1.30 กาํหนดให ้ 4 lnxz e y  เมือ่ ln( cos )x u v และ siny u v  จงหา z

u




 และ z

v




  

ที ่ ( , ) (2, 4)u v   

1.31 กาํหนดให ้ arctan( )z x y  เมือ่ cosx u v และ siny u v  จงหา z

u




 และ z

v




  

ที ่ ( , ) (1.3, 6)u v   
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1.32 กาํหนดให ้ 2 2 2ln( )w x y z     เมือ่ sinvx ue u , cosvy ue u   และ vz ue  จงหา w

u




  

และ w

v




 ที ่ ( , ) ( 2,0)u v     

1.33 กาํหนดให ้ arcsinqru e p   เมือ่ sinp x , 2 lnq z y  และ 1r z   จงหา u

x




, u

y




 และ u

z




 

เมือ่ 4x  , 1 2y    และ 1 2z    

1.34 กาํหนดให ้ 2( )w x y z     เมือ่ x r s  , cos( )y r s   และ sin( )z s r    จงหา w

r




  

ในเทอมของ r  และ s  

1.35 กาํหนดให ้ 2 3ln(3 2 4 )w x y z     เมือ่ 1
2x t , 

2
3y t  และ 2z t   จงหา dw

dt
 ในเทอมของ t   

1.36 กาํหนดให ้ 2 33w xy z   เมือ่ 23 2y x   และ 1z x    จงหา dw

dx
  

2. ถา้กาํหนดให ้ ( , , )w f x y z   เมือ่ ( )y g x  และ ( )z h x   แลว้จงเขยีนสตูรของ dw

dx
  

3. กาํหนดให ้ 2 33w xy z   เมือ่ 23 2y x   และ 1z x   จงใชส้ตูรทีไ่ดใ้นขอ้ 2. หา dw

dx
  

 ในเทอมของ x   

4. กาํหนดให ้ w xy yz    เมือ่ siny x  และ xz e  จงใชส้ตูรทีไ่ดใ้นขอ้ 2. หา dw

dx
  

ในเทอมของ x  

5. ถา้กาํหนดให ้ ( )z f u   เมือ่ ( , )u g x y  แลว้จงเขยีนสตูรของ z

x




 และ z

y




 ในเทอมของ dz

du
, 

u

x




 และ u

y




 

6. กาํหนดให ้ 2 2( )z f x y    จงใชส้ตูรทีไ่ดใ้นขอ้ 5. เพือ่แสดงวา่ 0
z z

y x
x y

 
 

 
 

7. กาํหนดให ้ ( )z f xy   จงใชส้ตูรทีไ่ดใ้นขอ้ 5. เพือ่แสดงวา่ 0
z z

x y
x y

 
 

 
 

8. กาํหนดให ้ f  เป็นฟงักช์นัทีส่ามารถหาอนุพนัธไ์ดข้องหน่ึงตวัแปร และกาํหนดให ้ ( )w f u   

 เมือ่ 2 3u x y z     จงแสดงวา่ 6
w w w dw

x y z du

  
  

  
 

9. กาํหนดให ้ f  เป็นฟงักช์นัทีส่ามารถหาอนุพนัธไ์ดข้องหน่ึงตวัแปร และกาํหนดให ้ ( )w f    

 เมือ่ 2 2 2 1 2( )x y z      จงแสดงวา่ 
2 22 2

w w w dw

x y z d
                        

 

10. ถา้กาํหนดให ้ ( , )z f x y  เมือ่ cosx r   และ siny r    

 10.1 จงหา z

r




 และ z





 

 10.2 จงแสดงวา่ 
22 2 2

2

1z z z z

x y r r 
                          

 


